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はじめに

同時連立方程式体計量経済学がその方法上の一大到達点として自負するものは，

この方法が自然科学に系によって経済過程を説明するとしサ方法である。それは，

おける統計的方法の単なる機械的な適用ではなく，計量経済学に独自のモデル作成

方式(=同時方程式モデル方式〉に基づく方法となっているからである。しかしな

この方法においては，パラメがら，計量経済学者のこうした自負ぷもかかわらず，

ータの推定方法が複数個存在し，実際に計量モデルの計測にたずさわる計量経済学

それらのうちいずれを選択すべきであるかの判断が下せないといっ者にとっては，

た問題が存在してL喝。そのため，個々の計量経済学者は，各種方法による推定結

果を並置して発表することを余儀なくされてきているのである。

「同時方程式モデルとその計測方法の展開についてJ([i'立教経済筆者は，先に，

それら各種推定方法の開発理由をそ学研究』第36巻第2号， 1982年， 12月〉において，

れが開発された当初の事情にさかのぼって明らかにしておいた。というのは，計量
二
O
二

経済学の通常のテキストにおいては，各種推定方法が何の脈絡もなく並列的に掲げ

られており，各方法が他の方法のどのような欠陥をどのようにカパーするために開

発されているかという点が，本質的なところとしては何ひとつ明らかにされていな

い。そのため，それらのうちいずれを選択すべきであるかの指針も与えられなけ

そもそも相異なる複数個の推定方法が何故存在するのかという点も全く明られば，
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かになってこなL、。そこで，計量経済学者を悩ませているこうした事態が何故生じ

てくるのか，すなわち，推定方法の複数性の問題の本質は何かという点を考えるた

めには，各種推定方法の開発理由をそれが開発された当初の事情にさかのぼって明

らかにしておくということが，その検討作業上の第一のステップとしてどうしても

必要となってくるのである。筆者の前稿ーーとくにその二・三節ーーは，このよう

な問題意識からまとめたものであった。

そこで，まず，筆者の前稿における結論を概括しておくことにしたい。同時方程

式モデルのパラメータ推定方法が複数個存在するというのは，直接的には，パラメ

ータの推定基準として一致性とし寸推定特性一一標本数を無限大にするならばその

推定値は真値にほぼ一致するという性質一ーが採用されていることに帰国するもの

である。この一致性とL、う特性は，元来は，最大尤度法とよばれる推定方法を客観

的方法とみなすための一手段として推測統計学に導入された概念であった。

最大尤度法とは，未知パラメータを変数とみなした尤度関数が最大となるように

パラメータの推定値を定めるとLづ方法で，自然科学の分野では前世紀の初頭以来

実際に用いられてきていた。しかしながら，このように古い歴史をもっとはいえ，

これは，方法論的には，主観的信頼度である尤度とL、う概念を用いねばならないと

いう難点をかかえていた。そこで， 1930年代に，推測統計学の生みの親の一人であ

るR・A・フィッシャーは，最尤推定量が一致性とし、う推定特性をもつことを明ら

かにすることによって，最大尤度法の客観的方法としての根拠づけを行ったのであ

る。

同時方程式モデルのパラメータ推定方法としてはじめに採用されたのは，実は，こ

の最大尤度法であった。そして，その際，計量経済学においても，推測統計学の考

え方にならし、，パラメータの推定基準として一致位とL、う推定特性が導入された。

ところが，この一致性であれば，多元回帰モデル(=単一方程式モデル〉のパラメ

0 ータ推定方法である最小二乗法であっても，その特性をもっ推定値を得ることは十

分可能となるのである。ただし，この場合には，その適用の仕方に一定の工夫が必

要ではあるが，ともかしこうして，最小二乗法が工夫された方法が開発され，同

時方程式モデルのパラメータ推定方法としては，相異なる結果を生む複数個の方法

が存在することになったのである。
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しかも，最大尤度法，最小二乗法，このそれぞれについて，さらに一定のより簡

便な推定方法が開発され，同時方程式モデルのパラメータ推定方法としてはいかな

る方法が最適であるかを確定することが実践上いよいよ重要な課題となってくるの

である。そこで，計量経済学においては， 1960年代から70年代にかけて，モンテ・

カルロ法，推定量の漸近展開等により最適推定方法篠定のための研究が積み上げら

れてきた。しかしながらこれまでのところ，これらの研究は一定の限定された条件

下での考察にとどまり，そこでの結論を一般化することは到底不可能なものとなっ

ているe こうして，冒頭でふれたように，個々の計量経済学者lお特定の推定方法

のみに依拠するわけにいかず，各種方法による推定結果を並置して発表することを

余儀なくされてきているのである。

そうすると，ここで考えてみなければならないのは，各方法はそもそもどのよう

なところにその独自性があるのかという点である。より簡便な推定方法が開発され

たとはいえ，推定方法の選択問題は，基本的には，最大尤度法に基づく方法を選ぶ

か，最小二乗法に基づく方法を選ぶかとL、う問題に集約されることになる e では，

この両者それぞれの独自の意義はどのようなところにあるのであろうか。

まず，最大尤度法であるが，上述のように，これは計測材料としての統計データ

が実現偏として最大確率をもつようにパラメータの推定値を定めるとh寸方法であ

る。すなわち，この方法は，正しく作成されたモデルの下でそのパラメータを最も

精度よく推定しようとするところにその力点がある。ところが，一般にモデルが正

しく作成されているとLづ保証はない。そのため，例えば，多元回帰モデルの計測

方法の場合であれば，推定結果に基づきモデルの変数選択の適否を吟味する機能が

計測方法そのものに組み込まれているのである。しかしながら，最大尤度法による

同時方程式モデルの計測の場合には，これまでのところこのような吟味は実際上不

可能であるe

そこで，同時方程式モデルの実際の計測にあたっては，上述の多元回帰モデルの O 
0 

変数選択の適否の吟味方法を援用して個々の方程式の適切性を検討し，その上で，

最大尤度法に基づきパラメータの推定を行うとL、う手順がふまれることになるので

ある。ところが，そうすると，推定結果についても，多元回帰モデルの計測方法で

ある最小二乗法の適用結果に出来るだけ近いものを生みださねばならないように思
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われてくる。なぜならば，そうでなければ，個々の方程式の適切性についての事前

の検討が生きてこないように思われるからである。!可時方程式モデルに適用可能な

ように最小二乗法が工夫されたというのは，突は，このような要請に応えるためで

あった。

しかしながら，そうした新しい方法が開発されたとはいえ，厳密には，多元回帰

モデルの変数選択の適否を吟味する方法が同時方程式モデルの変数選択の適否安吟

味する方法となりうるわけではなL、。そのため，この点をとくに強く念頭におく場

合には，モデルの適切性の検証の問題についてはとりあえず別個の次元で考えるこ

とにし，推定方法それ自体としては正しく作成されたモデルのパラメータを最も精

度よく推定できると見なされている最大尤度法に固執せざるをえないことにもなる

のである。

同時方程式モデル方式における推定方法の複数性の問題は，明らかに，このよう

な事情から生まれてきているということができる。したがって，推定方法の選択を

めぐる混乱は，根本的には，モデルの適切性を明らかにすることにまつわる困難に

帰因するものであると見なければならないのである。これが，パラメータ推定問題

に関する筆者の前稿の結論であった。

では，同時方程式モデルの適切性を吟味する機能が組み込まれた計測方法を開発

することは全く不可能なのであろうか。従来の方法にこのような機能を組み込むこ

とはできないのであろうか。また，最適推定方法の選択をめぐるこれまでの研究

は，こうした課題に応える方向に発展させることはできないのであろうか。もしそ

れが望みえないとするならば，その根本原因はどのようなところにあるのであろう

か。

前稿では，あくまでも各種推定方法の歴史的成立プロセスを明らかにするところ

にその力点があるため，各種推定方法の理論構造lこ立ち入ることは必要な限りにと

究どめざるをえなかった。そのため，そこでは，上記の諸点の検討を行うまでにはい

たっていない。そこで本稿では，同時方程式モデルの基本的仮定ならびに各種推定

方法の理論構造，そしてまた，最適推定方法の選択をめぐる従来の研究について詳

細にあとづけ，筆者にとって残された課題となっている以上の諸点についての検討

を試みることにしたい。
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I 構造ノミラメータの推定基準

計量経済モデルの計測は次のような単一方程式モデルとしての多元函帰モデル

multiple regression modelの計測から開始された。

Yt=βo十β，Xlt十β'2X2t+…… +spXp，十u， t出 1，2，……， n 

すなわち，

y=xp十U (1) 

ただし，yf口 (Yl，Y2，…"'， Yn) 

x= 

1

2

 

A
U
a
A
p
e
-
-

z

x

 

1

・、

2

・、

x
.
、

1

2

 

1

1

 

x
x
.
 

1
i
1
7
 

1 X'n…………x抑

βf=  (β0，β" ……・，.sp) 

uf口くUb U2，………， Un) 

これは，経済変数 yの時系列的変動を他の P個の変数 XI， X2， ..…， xpによって

説明しようとする方程式である。統計データが，

Y=β。+β，X，十β2X2十・ ....spXρ

という関係を完全に満たすことはありえないため，上記のモデルにおいては擾乱項

uが明示的に導入されてh、る。ところで，計量経済学の主たる仕事は実際の統計デ

ータから係数ノfラメータ βを推定するところにあるが，その際，通常，次のような

仮定が設けられる。

[1] (i) P個の説明変数X;(i=l，…・・・，p)は指定変数一一確率変数ではない

ということーーである。

(ii) 行列 Xのランク(階数〕は 1十企に等しい。

九

(iii) 撹古L項 u，(t=l， 2，・・・・，rのは，平均0，分散一定の確率分布に従八

P (X)=l十P

う。

E(叫，)=0 E (U，2)=σ2 

(iv) 撹乱項 u，(t出 1，2，……， n)は系列的に無相関である。
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E (UjUj)= 0 iキj i， j=l， 2，……， n 

(v) 撹乱項 uは多変量正規分布に従う。

u~N(O， ，，2め

ただし，I;単位行列

仮定[1](ii)は多重共線悔の問題(後述〕に関わるものである。 また， 仮定

[ 1 ] (iii)より，被説明変数も確率変数となり，その期待値，分散は次のようにな

る。

E (y)=Xs V(y)=σ2I (2) 

さて，以上のような諸仮定の下での係数ノミラメータ βの推定であるが， これは

通常最小二乗法 leastsquaresによって行われる。すなわち，まず， βに関する次

のような二次形式を求める。

Q=句-Xs)!匂-Xs)

次に，これを最小にするような βを求めるために，Qをβで徴分して 0とおき，

次のような連立方程式を導しこれは正規方程式 normalequationsとよばれてい

る。

(XIX)β=Xly 

仮定[1](ii)の下で，行列 XIXの逆行列が存在するからへ 未知パラメータ β

の推定量は上式を解いて次の土うに求められる。

β= (XIX)-lXly (3) 

こうして得られた βは係数パラメータ βの最小二乗推定量とよばれている。

* 仮定[1 ] (ii)が満たされず ρ(X)<1+ρとなる場合，すなわち，説明変数 %1，X2， 

ーらの全部または一部の閥に厳密な線形関係が成り立つ場合には，IX'XI =0となり，

(X'X)-lが存在しないため，上記 βを求めることは不可能となる。また，IX'XIÌI~厳

密に 0にならなくとも，それに近い場合には， βの分散が著しく大きくなる。このような

場合には説明変数聞に多重共線性 multicollineariげがあるとLづ。 したがって，こうし

た多重共線性を発生させるような変数をあらかじめ取り除いておくということが，計量モ

デル作成の条件のひとつとなるのである。 cf.Frisch， R.， Statistical confluence analysis 

by n却αnsof complete regressioη syste帥 s，1934. 

よ記 βが係数パラメータ Pの最も望まい、推定量であると見なされる理由は，

Pがその期待値をとると βに一致する不備推定量でるという点と， それが βのあ

らゆる推定量のうち分散が最も小さい推定量であるという点の二つに集約される。
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すなわち，この推定量に基づく推定を無限回くり返した場合，それらの推定値の平

均が未知パラメータに一致し，かつまた，それらの推定値の真値からの偏差平方和

が他のあらゆる推定量による場合よりも小さくなるということである。このような

特性をもっ推定量は最良不偏推定量 bestunbiased estimatorとよばれている*。

* X1， X21 ー .• x， Cn孟2)を未知パラメータ Oをもっ密度関数 fCx;8)かちの無作為擦

本とする。ただし，この場合の各島は実際の標本抽出の結果=標本値を表わすのではな

し 実際に拍出が行われる以前の標本変量一一密度関数 fCx;めの確率変数ーーーを表わ

すとする。また，t， th 九 一，tげをこの標本変量 x，によって構成された関数的に

独立な r11固の統計量(ニ標本変量の関数〉とする。ただし. 2二三 Tご三nである。

この時. tが与えられた時の f11 t21 ....• t'-1 の条件付期待値が未知パラメータ Oに

依存しないならば tはOに関する情報をすべて引き出していると Lづ意味で，tを8に

たいする十分統計量sufficientstatisticとLづ。

一定の未知パラメータにたいする推定量 estimator( =推定に用いる場合の統計量〉は，

この十分統計量の中から選ばれる。たどし，十分位をもっ強定量は無数に存在するため，

より良い推定量としてはさらに一定の条件が必要となる。推定量がさらにもつべき性質

は，通常，固定標本特性と漸近標本特性との二つに大別される。漸近標本特性については

後述するとして，ここでは固定標本特性について説明しておくことにしたい。固定標本特

性とは標本数の大きさを一定lこして構成された推定量のもつ性質である。

上記の十分統計長 tをOの推定量として用いるために dと書き表すことにする。。は，

標本変量 C=確率変数〕の関数であるから，それ自体一定の確率分布に従っている。この

時.ECO)=(jが成り立つならば.(jをOの不偏推定量とよぶ。ただし，期待値が未知パラ

メーターに一致したからといって，その推定量の分散が極めて大きいものであるならば，

その推定量に基づく推定値 estimateを求めてみても，それが未知パラメータ 0に一致す

る確率は極めて低いものとなる。そこで，無数に存在する不備推定量のうち，その分布の

分散が最小となるような推定量をもって最良推定量とするのである。

不備推定量の分散は一散に次の不等式を満たす。

VCO);?;-ーァォ 1

nEt訪 logfCx;8)! 

したがって，不偏推定量の分散が上式の右辺(クラーメノレ・ラオの境界 Cramer-Rao

bound) 1こ一致しているならば，それは最小分散の不偏推定量であるということがわかる

のである。仮定[lJの下で最小乗推定量dが最良不偏推定量になるということは，ガウ 九

ス・マルコ 7の定理としてまとめられている。

なお，最小分散の不偏推定量は有効推定量 efficientestimatorとよばれることもある。

ところで，最小二乗推定量が最良不偏推定量になるということは，仮定CIJ( i) 

~(iv)の下で一般的に得られる結論であるが，通常，この 4 つの仮定の他に，さら

~ 

ノ、
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に仮定 [IJ(v)が設けられる。これは， ノfラメータの信頼区間の構成， したが

ってまた，パラメータの有意性検定と関わりをもつものである。すなわち，uが多

変量正規分布に従えば， (1)式より g も多変量正規分布に従う。そうすると， さら

に; (3)式より，最小二乗推定量βも多変量正規分布に従うことになる。他方， (2); 

(3)式より，sの期待値，分散は次式で示きれるようになる。

jJ~N(β， U"2(XI幻 -1)

また，U=y-y=y-Xsとすれば， 0"2の不偏推定量は次のようになる。

σ2_ UIU 
持-P-1

ただし，この時，uは多変量正規分布に従い，その期待値，分散は次式で示される

ようになる。

û~N(O， .，.2A) 

ただし，A=I-X(XIX)-1XI 

したがって，これより，UIU/.，.2は自由度 n-p-1のカイ二乗分布に従うことがわ

かる。

u1u _ (n-t-1)コ-~.~.-=----""=--9ー乙~χ2(托 -P-1)
σー σ"

ここで，(XIX)ー'XA==Oとなることから， βとPが独立であることがわかり，

次のような検定統計量を構成することが可能になる。まず個別の係数パラメータ βi

については，

、B
ノ

噌

E
A

A
Y
 

舟f
、、キ (4) 

ただし，りtは σ2(XIX)-1の第 z行対角要素の平方根である。

また， β。，sh ……βpに関しては，

〈fJ-β)IXIX(β一β)/(T十 1)
~F，印十1 ， n-p-l) 

u'u/(n-t-1) 
(5) 九

五
こうして，仮定[I](v)を設けることによって， (4)， (5)式に基づいて係数パラ

メータの信頼区間の構成を行うことが可能となり，したがってまた，その有意性検

定を行うことが可能となるのであろ。

たとえば，命*を β，の特定の値として，仮説 hypothesisHo;β，=βグを対立仮
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説 alternativehypothesis H1; βzキβj*Iこたいして検定するには，t=(βiーβグ)/

行 sが自由度 n-T-lの t分布に従うと Lサ性質が利用される e すなわち，tα をt

のaxI00%水準として， I t I孟しとなれば仮説 Hoは有意水準significanceleve1 

u により棄却されることになり，また，I t I <tα となれば対立仮説 H，が有意水準

aにより棄却されることになるわけである。ただし，有意性検定の考え方において

は，証明しようとする仮説を対立仮説として設定することが遇例である。したがっ

て，上記の検定においても， βj*=Oとされ，仮説(帰無仮説 nullhypothesis) Ho; 

向田 Oを対立仮説 H1; βiキOにたいして検定するとL、う試みとして行われること

になるeすなわち，Ho;βj=Oを一定の有意水準で棄却することによって，H1; βf 

キOの採択を図るのである。しかしながら，この場合， β，キ Oの採択といっても，

その実質的な意味は， sjキOが成立しないとはいえな¥，_←すなわち， そのパラメ

ータを係数としてもつ変数をモデル内に明示的に取り入れてならない理由はないと

いうことーーとし、う極めで消極的な結論を導くに過ぎないという点に注意しなけれ

ばならなL、。こうした事情は(5)式の F検定の場合においても全く同様である。

こうして，仮定 CIコ(i)-(v)の下で，係数パラメータの有意、性検定を行うこ

とにより，当該パラメータを係数としてもつ変数をモデル内に明示的に取り入れて

ならない理由はないとの判断が下され，先の最小二乗推定量に一定の統計データが

あてはめられた最小三乗推定値が，係数パラメータの最良の推定値として採用され

ていくことになるのである。ただし，この具体的な推定値においては，その適切怯

の根拠は，パラメータの有意性検定によって説かれるのではけっしでなく， それ

は，あくまでも，一定の統計データがあてはめられる以前の推定量としての特性

一一この場合は不備位および最小分散性一ーから説かれるものとなっているという

ことに注意しておかねばならなし、

さて，以上においては仮定 c1] ( i )-(v)が成立するものとして議論をすすめ

てきたが，むろん，とれは保註の限りではなL、。そこで，計量経済学においては， 九
四

これらの詰仮定のいくつかについても，その有意位検定が試みられることになる。

たとえば，仮定[1] (iii)の不均一分散の検定であれば， σ12田 σl=…・..=0"2nにた

L、する9帯無仮説の検定が行われる。また，仮定[IJ(iv)の系列相関の検定であれ

ば，Ut=PUt-l十のとして，p=Oなる帰無仮説の検定が行なわれる。ただし，こう
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そうした仮定が成した検定において導かれる結論も，上記の t検定の場合と同様，

り立たないとする理由はないというものに過ざないことはL、うまでもないe こうし

「そうした仮定が成り立たないとする理由はなし、」とL寸論法によて，徹頭徹尾，

って，種々の仮定が積み上げられ，変数が定められ，先の最小二乗法によって係数

パラメータが推定されていくのである。これが単一方程式モデノレの計測方法の基本

的な論理構造である。

計量経済学の通常のテキストにおいては，以上概観してきた単一方程式モデルの

計測方法についての解説がたいがいその冒頭部分において行われている。しかじな

がら，実際には，計量経済モデルが単一方程式モデルとして作成されるということ

は今日では極めて稀であって，ほとんどが複数の関係式を含む連立方程式モデルと

して作成されたものとなっているのこれは，経済現象の複雑さにたいする考慮、か

ら，先の(1)式のみでなく， (1)式の右辺の説明変数のいくつかを被説明変数とする方

程式の計測をもあわせて行うようにしなければならないとする見解が支配的になっ

ていることを意味している。そして，計量経済モデルをこのように連立方程式モデ

ルとして作成すべき理由としては，通常，経済諸量が相互依存的関係にあるという

すなわち，先の単ー方程式モデルでは，説明変数の被説明変数にたいする一方的

依存関係しか表現しえないのにたいして，連立方程式モデルであれば，

点があげられている e

一定変数

を，ある方程式では説明変数の位置に，また，他の方程式では被説明変数の位置に

このモデルであれば経済諸量が相互依存的関したがって，おくことが可能となり，

係にあることを表現することが可能になるというわけである。このような経済諸量

の相互依存性をとらえるべく作成される連立方程式モデルは，経済の構造を記述し

たモデルであるとLづ意味で構造モデル structuralmodelとよばれることが多

その係また，L、。この用語法にしたがえば，このモテ、ルの各方程式は構造方程式，

数パラメータは構造パラメータというごとになるの一九一一一
モデルをこのように連立方程式モデルとして作成してみると，先の仮ところで，

このモデノレの計測に前述の最小二乗法を定 [0(i)の成立可能性に疑問が生じ，

適用しうるのかどうかということが問題になってくる。そこで，次に，連立方程式

モデルのパラメータ推定問題について見てみることにしたし、
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連立方程式モデルは一般的には次のように設定される。

Yt'B十 x/r=u/ (t=l， 2，……，ゆ

ただし，Y/=(Yu， Y2I， …・ ，YGt) 

x/=(Xu， X2t， .…， XK，) 

I 'Yll 'Y21 ...••..•• ••• 'YGl 

I 'Y12 

r=1 

¥'YIK •..•........... 'YGK 

u/= (叫lt，U2t，………， uGt) 

(6) 

これは，ベクトルめで表わされる G個の変数 Yit(i=l，2，……， G)に関する G

本の連立方程式を意味してL、る。すなわち， このモデルにおいては， G個の経済変

数 Yitの各々のデータ点を G本の連立方程式の交点として同時的に説明すること

が試みられるわけである。その意味で， このモデルは同時連立方程式モデル simu-

ltaneous equation model (略して同時方程式モデル〉とよばれている。 また， v 
」ー・

の時の経済変数 Yit!土， その動きがこのモデルによって内生的に決定されろという

意味で内生変数 endogenousvariableとよばれている。

上記モデルにおいては， この内生変数の他に， その動きがモデル外の要因によっ

て決定されることを仮定した K偲の変数 Z臼(i=l，2，…"， K)が含まれてL、る。

上記の内生変数にたいして， これは外生変数 exogenousvariableとよばれてい

るのこのねには，内生変数の数期前の値を表わす変数(=ラグ付内生変数lagged

endogenous variable)が含まれることがある。 この場合には， 当期の内生変数の

みである Y;Iは同時従属変数 jointlydependent variable， また， 外生変数とラグ

付内生変数を含む Xitは先決変数 predetermindvariableとよばれることになる。

ここでは， G 11国の同時従属変数と K個の先決変数を含んだモデルが時期間にわた

る統計データによって計測きれる場合を想定しておくことにするのむろん， それら

の統計データが設定された，方程式を完全に満たすということにありえないため，

九
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(1)式と同様， (6)式にも撹乱項が導入され，合計 Gxn本の確率方程式として(6)式;は

表わきれている。

計量経済学の仕事は，いうまでもなく， (6)式の係数パラメータ B およびrを実

際の統計データから推定することであるが，この場合には，通常，次のような仮定

が設けられる。

[1[J( i) 撹乱項ペクトル Ut(t=l， 2， ••• ...， n) Iま，時間 tに関してたがいに独

立であり，同一分布に従う。

(ii) 援舌L項ベクトル Utの期待値および分散共分散行列は次のようになる。

E (u，)=O 

E (u/ut)=φ= 

pu 
l
 

σ
・

.

、

、
、

.
、
、

2

1

、

1

、

σ

¥

 

1

1

 

1

2

 

σ
σ
 ....• 

σCl・・ ・・・・・・ ・・・・ ・σGG

(iii) 分散共分散行列 φは正値定符号である。

(iv) 援古L項ベクトル Utは多変量正規分布に従う。

Ut~N (0， O) 

以上の諸仮定の下で，まず，第1番目の構造方程式の係数パラメータの推定を考

える。 (6)式の第1番目の方程式を次のように表わす。

y，'β1十X/rl=U1t

β1'=(β110β山・…・， β1G)…...Bの第 1列

r，' =(  7110 712，……， 71K)…...rの第1列

さらに，Y/=[Y1t， YOtつとし，それに対応して β，'=c-1，βo'Jとする。また，撹

乱項の符号を変える。この時，上式は次のようになる。

九 Y，，=Yo，r {J，。十x，rn十U1t (7) 

ここで，ベクトル ut'=(Ult， U2t，一…，UCt)が結合分布lこ従L、，また，Utの要素

Ult， U2h 一…，叫Gtがそれぞれ Y1t， Y2t， …'..YGtに擾乱効果を与えることから，

よ記 YOtとU1tとはたがいに非独立となることがわかる。そうすると，先の仮定

[IJ (i)が成り立たなくなるため， (7)式の係数パラメータの最小二乗推定量を求
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それが最小分散の不備推定量である保証は全くなくなる。めてみても，

それを行列表示してみまず， (7)式を各 tに関してそれぞれ別記し，

y，=YOβ。十X'T1十u，

= [YO X，J [~~]十u ，

すなわち，

る。

(8) 

ただし，Yl'=(Yll' Y12，…・・，Yl") 

Y21 Y31 ………・・・ YGl 
Y22 '，，_ 

Y2"........ ・・・・ ・・“ YG" 

Yo~弓

J1:) 
U，'= (Ulb U山・…・， U，，，) 

この持， (3)式より， β。，rにたいする最小二乗推定量は次のようになる。

[βHRfR 
hJ lX，'YO 

Yo'X，i-' (Yo'i 

X，'X，J lx，，J Y， 
この式に(8)式を代入すると次のようになる。

[βト[~:]+[れ'YohJ l T1J . lX，r Yo 

すでに述べたように，U，とれとは非独立であるから， (9)式の右辺第2項は一般に

(9) 
Yo'X，i-1 (Yo'i 

IU唱

X，' X，J lX，r) ‘ 

。とはならない。それゆえ， (6)式の第 1番目の方程式に最小二乗法を適用すること

によって得られる最小二乗推定量 so，れは，一般に不偏推定量とはならないとい

同時方程式モデルのパラメータの場合には，先の単一うことがわかる。こうして，

一九
O

方程式のモデルのパラメータの場合と同一の推定方法を適用することは不可能とな

り，それに独自の推定方法が必要となってくるのである。

同時方程式モデルの最も一般的な計測方法として採用されているのは，最大尤度

次のような考えに基づこれは，法 maximumlikelihoodとよばれる方法である。

く方法である。
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九九・…・ ，，X"をm個の未知ノfラメータ 0
"

O2，…・・，Omをもっ密度関数

f(x; 11" 112，…一，11m)からの無作為標本とする。 この時， X!). X2， ..…， Xnの

結合密度関数は次のようになるe

f(X，; 11" O2， • …・ 11m) ・ f(X2; 11" O2，……， (}m) 

-……・f(x心。h O2，……，。ρ (10) 

標本X1J X2J .…・・，らが特定の値をとっている状態で， (lO)式を未知パラメータ 0"

112，……， IJmの関数とみなす時，仰)式を 11" 62，……，九に関する尤皮関数like

lihood functionとよぶ。また，尤度関数の値を尤度 likelihoodとよぶ。 そうする

と尤度関数を L(e"九……，6m)で表わせば，尤度 Lはiこのようになる。

L巴 L(o" 92，…..0，.) 

=f(Xl; 0" ……，11m)・(f(X2;e" ……11m)・……・ f(ら;01;……Om) 

最大尤度法とは，この尤度 Lを最大にするような 0" O2， .…'.， 0，.をもって，

未知パラメータ 6" 九…・・11mの推定値とする方法である。 この推定債が最尤推

定値とよばれるもので，通常，最小二乗推定値と区別して，んら・・..， O，.と表

わされる。この O" O2，…・・，んが標本変量〈確率変数)X" X2，…...X"の関数

の形で与えられる時lま，これらは最尤推定量とよばれることになる。

ところで，尤度を最大にする値は次の連立方程式を解くことによって求められ

る。

日L_" ..".，._，... ologL 
-一一=0 または 一一一一一一=0 (i=l， 2，……， m) 

00; 001 VVj  

そこで，こうした考え方を同時方程式モデルの場合に適用してみることにしよう。

仮定 CRJ(i)より，Utが系列的に独立であるから，Xtが与えられた時のめの条

件付尤度関数は次のようになる。

L田 P(y"Y2，……ιIX" X 2• …… , Xn) 

=Idet BI.P(U，)・P(U2)・…… .P(u.) 

さらに，仮定 CHJ(iv)より .U，が多変量正規分布に従うから，尤度 Lの対数L*

は次のようになる。

L本=logL
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4+nJog!detB|-4logdete-4-3weut 〈11〉
~ ~ t=l 

この L*を最大にする βijを求めるには，oL* jOsij= 0を解けばよし、。これは次の

ような形の式となる。

oldetBI_ 1 _ os 
・一一一一一一一一一=0 (i， j=l， 2，… ， n) (12) 

det B oβij 2 oβi j 

" ただし， s= 1: u，'φu， 
t=l 

同時方程式モデルの係数パラメータ Bの最尤推定値lま，この(12)式を解くことによ

って求められるのである。

では，こうして得られる最尤推定億の望ましさとは一体何であろうか。最小二乗

推定値の場合には，最小二乗推定量が不偏性ならびに最小分散性とb、う固定標本特

性をもっところからその推定値の望ましさが説かれるものとなっていた。しかしな

がら，最尤推定量は一般にこのような固定標本特性はもちえない。そのため，最尤

推定値の場合には最小二乗推定値と同様の論理でその望ましさを説くことは不可能

であるの

だが，最尤推定量は，国定標本特性こそもたないものの，次のような漸近標本特

性はもっている。すなわち，密度関数fCx;6)からの大きさ nの無作為標本に基

づく最尤推定量占は，nを大きくすると漸近的に次の正規分布に従う。

いい，nEほん(x;6)}) 

ここで，E(8)ロ 0 より， 最尤推定量 8は漸近的不備推定量であることがわかる。

また，その分散はクラーメル・ラオの境界に等しいことから，最尤推定量 8は漸近

的に最小分散の推定量であることがわかる。さらに，最尤推定量 8の分散は nを大

きくすればOに近づくことから，oは 8に確率収束することがわかる。このような 八

推定量はー致推定量 consist巴tencyestimatorとよばれているヘ

本 ε. oを任意に与えた正の小さな筆記とする時，もし n>Nにたいして，

PC18-81くの>l-o

を満たす整数Nが常に存在するならば，占は0に確率収束すろといい.plimO=8と表わ

す。そして，この時のEを8の一致推定量とLヴ。

/¥ 



16 立教経済学研究37巻2号(1983年〉

つまり，ー致推定量とは，標本の大きさ nを限りなく大きくすれば未知パラメータに大

体一致する推定量であるとL、うことである。

まと， 未知パラメータが複数個の場合には， つまり， 先の θ=(111) O2， 

6m) の場合には，。は漸近的に次の多変量正規分布に従う。

。~NC8， O) 

ただし， φは φー1の第 i行 1列の要素 vりが次のようになる行列である。

t 令 Z 】

Vijロ -nE{ーと::-;;-logfCx;111> iJz， ...…， IIm)f } ""-lollj'(Wj"-O-，"". .， .， ""J 

それゆえ，この場合にも，よ記の性質はそのままあてはまることがわかる。

こうして，先の(1型式を解いて得られる同時方型式モデルの係数ノぞラメータの最尤

推定量は，漸近的に最小分散の不偏推定量であり，かつまた，一致推定量であると

いうことがわかるのである。そして，計量経済学においては，最尤推定量がこのよ

うな性質をもつことに依拠して，それに一定の統計データがあてはめられた最尤推

定値が同時方程式モデルの係数パラメータの最も望まい、推定値であるとみなされ

ていくことになるのである。

先の最づ、二乗推定値の場合には，標本数を一定とした上で導かれる推定特性に基

づいてその望ましさが説かれていたが，この最尤推定値の場合には，標本数を無限

に増した時の推定特出 C=漸近特性〕に基づいてその望ましさが説かれることにな

るという点が特徴的である。すなわち，もし標本数を無限に多くとったならば，最

推定値は未知パラメータにほぼ一致するはずであるから，こうした特性をもたない

推定値よりは望まい、というわけであるへ その意味で， 百十量経済学者が特に注目

するのは一致性と bサ推定特性であるという点に注意しなければならない。

同時方程式モデルの係数パラメータの最尤推定量が一致性，漸近的不偏性，漸近的最小

分散性，漸近的正規性といった漸近特性をもっζとについては，次で明らかにされた。

Mann， H.B. and A. Wald，“On the Statistical Treatment of Linear Stochastk 

八
七

Difference Eq uations"， Economet打ica，VoJ. 11 No. 1， 1943. 

Koopmans， T.C.， H. Rubin and R.B. Leipnik， "Measuring the Equation Systems 

in Dynamic Economics，" Statistical lnference in Dynamic Economic Model， 

edited by T.C. Koopmans， 1950. 

ところで，先に，個々の構造方程式に最小二乗法を適用したのでは最小分散の不

偏推定量が得られないという理由から，構造パラメータの推定に(直接)最小二乗
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?去を適用するよ二とは不可能なのであると説明しておいた。しかしながら，上に見た

ように，パラメータの推定特性を固定標本特性に限らず漸近標本特性でもよいとい

うことにすれば，個々の構造方程式に最小二乗法を適用したのでは，そうした特性

は得られないのであろうかということが問題になってくる。そこで，先の(9)式に立

ち戻ってみることにしよう。もし，最小二乗推定量が一致推定量であるとすれば，

(9)式の右辺第2項の確率極限値はゼロベクルトとなるはずであるが，YOとUlとが

非独立である以上，一般的には，

，rYn'Yn Yn'X，l-lrYn'l ¥ 
仲間(lx;'九x:'x;JlX:，JU1)キ O

である。こうして，個々の構造方程式に最小二乗法を適用したのてやは，固定標本特

性はおろか，漸:ili:標本特性すら得られないということがわかり，同時方程式モデル

の場合には，先の最本法一一これは後に完全情報最本法fullinformation maximum 

likelihoodとよばれることになるーーがその一般的な計測方法として位置づけられ

ていくことになるのである。

E 推定方法の展開

構造パラメータ βりの最尤推定値を求めるためには，前節(臼)式を解かねばならな

いが，この式の detBおよび U/φU，は非常に複雑な非線形式となり，モデルの変

数が多い場合には，これを解くことは突際上不可能である。そこで，理論的には先

の方法が構造パラメータの最も望ましL、推定方法であるとしながらも，実際上はよ

り簡便な推定方法に依拠せざるをえなくなるのである。現在考案されているより簡

便な推定方法の多くは，次のような方程式を利用するものとなっている。

y，t=-x，trB-l十U，tB-l (t=l， 2，……， n) 

これは，前節(6)式の同時従属変数を先決変数と撹乱項とに関して解くことによって

得られたものであり，構造方程式体系 structuralequations systemから誘導され八

た方程式体系とL、う意味で，誘導型方程式体系 reducedform equations system 

とよばれている。新しい記号を用いてこれを次のように表わすe

y/昌 x，tII十Vt' (t田 1，2，……， n) 

前節の仮定 [H](iv)の下では，誘導型擾乱項 V，も多変量正規分布に従うことに

{ 

ノ、
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なる。

Vt~NCO， X) 

ただし， 2田 BI-lttB-l

さて，構造パラメータのより簡便な推定方法としては，まず，誘導型最尤法 re・

duced form maximum likelihoodとよばれる方法を取り上げねばならない。とL、

うのは，この方法が以下順次取り上げる各種推定方法の考案にあたっての出発点に

位置するものとなっているからである。誘導型最尤法とは，誘導型パラメータの最

尤推定値を求めて，ぞれを変数変換することに上って構造パラメータの推定値を求

めるとL、う方法であるヘこのような手続きが可能となるのは，最尤推定量の推定特

性である一致性が変数変換によってもその性質が保持される不変性 invariantness

という性質をもっているからである。すなわち，誘導型パラメータの一致推定値を

求め，それを変数変換するならば構造パラメータの一致推定値が得られるというわ

けである。

g この方法は次で提唱された。

Haavelmo， T.，“The Statistical Implication of a System of Simultaneous Equa-

tions，" Econometrica， Vol. 11 No. 1， 1943. 

ただし，この方法が適用可能となるためには，あらかじめモデル設定商で一定の

制約が必要となる。というのは，この方法で構造パラメータの推定値がー義的に確

定一一構造パラメータが適度認定 just-identified-ーーされるためには，構造パラメ

ータB，rと誘導型パラメータ H との問に一意対応の関係が存在しなければなら

ず，どのような場合でも構造パラメータの推定値が確定可能であるというわけでは

ないからである。前者の偶数が多い場合には，構造パラメータの推定値を確定する

ことは不可能一一構造パラメータが認定不能 under-identified-ーであるし，後者

の個数の方が多い場合には，構造パラメータの推定値が複数個確定一一構造パラメ

金一タが過剰j認定over-identifiedーされてしまう。この両パラメータの闘の聞の

関係は，同時従属変数の個数と先決変数の個数とに依存して決ってくるものであ

る.そこで，計量経済学においては，両ノfラメータの偶数の簡の関係が同時従属変

数の個数と先決変数の個数との間の関係に還元され，構造パラメータの推定値の確

定条件が認定条件として整理されてb、る。
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上述のごとく，一般的りは，構迄ノfラメータの個室主と誘導裂パラメータの個数と

の簡の関係によって，構造パラメータが適度認定であるか，認定不能であるか，あ

るいは過剰認定であるかが決ってくる。しかし，実際には構造パラメータのいくつ

かはアプリオリにOとおかれるため，認定不能モデルであっても，方程式によって

は構造パラメータの推定値を一義的に確定することが可能なものもでてくることに

なる。そのため，構造パラメータの認定条件は方程式ごとに吟味する必要が生じて

くるのである。

まず，構造方程式体系ならびに誘導型方程式体系を次のように表してみる。

[m] 

[IV] 

|β lYlI十 ?γ + 1KXKt.=U1 

βG1YlI十…・・目十βGGYGt十'l'G1XlI十…・・・十'l'GKXKt=UGt

i?FE1f1t十十 11

YG，=llG1X1t+…… +llGKXK'+世G'

ここでは， [m]の第1式の認定条件を考えてみる。通常，構造方程式のどれかひと

つを単一方程式モデルの被説明変数のごとく扱i"その係数の絶対値を 1とする

(=基準化 normalize)ため，この場合は β11=1としておく。そうすると，構造

パラメータの推定値は次の連立方程式を解くことによって求められる。

rll11+β121121 +……十β1GllGl=-'I'11

[V] { 

llllK十β12ll2K十……十β1GllGK=-'I'lK

連立方程式 [V]は，未知数の個数が (K+G-1)11屈で，方程式の本数が K本

である。これが一義的に解けるためには， 未知数の偶数がこれより (G-1)個少

なくなければならない。そこで次のように，連立方程式 [V]の未知数 β11の個数

を G“個減らし，また， 'Ylj をK判{国減らすとする。

Ill11十 β121121 +……十β1C"，llGA1 十 O……+0=-'1'111 
[VI] 1:: ::::  f K*本

lll1K*十β12ll2K*十 H ・H ・+βlGふllG"'K*十 0・・・…+0 =-'I'IK*) 

j¥ 
凶
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Ill'K*+1十β12172K*+1+…+βlGA17GAK*+1十 O……+0=0) 

〔百] i: ; ; j ; jlk材木

I17'K 十 β12172K 十… +s'G"'17GAK + 0・・一 +0=0) 

GA11固 G"'A11固

ただし， G=GA十GAA

K=K不十K林

そうすると，上の連立方程式が一義的に解けるためには， [四〕式のK桝本の方程式

から (GA-1)個の未知パラメータ β1iが求められればよいということがわかる。

というのは，未知パラメータマljについては，そこで求められた β1.の値と工v.rJ式

とを用いて求めることが可能となるからである。〔四1式が解けるためには， [四〕式

の方程式の本数が未知パラメータの個数以上であるとL、う条件が必要である。した

がって， [1[]の第1式の係数パラメータの推定値が得られるための必要条件は次の

不等式で与えられることになる。

K料主0"-1 あるL、は，K'紳 +GAA与さG-l

これは，同時方程式モデル内の 1本の構造方程式の係数パラメータが認定可能

identifiableであるための位数条件 orderconditionとよばれている。ただし，

この等号が成立ナる場合が適度認定のための位数条件であることはし、うまでもな

¥ '. 
ところで，この条件はー構造方程式の係数パラメータが認定可能であるためのあ

くまでも必要条件に過ぎないということに注意しなければならない。というのは，

〔班〕式においてもし一次従属な方程式が存在するとすれば，すべての β11を一義的

に確定するというととは不可能となってしまうからである。そのため，認定可能の

ための必要十分条件としては， [VJI]式の係数行列のランクが GAー1以上であると

L、う条件が必要となってくるのである。これは， 認定可能のための階数条件 rank

八 conditionとよばれているヘ

* 前稿(234ページ〕でも指摘しておいたように，認定問題とは，元来は，計測結果が経済

理論によって導かれた関係式であるのか否か，例えば，それが需要曲線であるのか供給曲

線であるのか等を認定する問題であった (cf.Working， E. J.， "What Do Statistical 

'Demand Curve君， Show?"， The Quarterly Journalof Economics， VoJ. 41， 1927)。

ところが認定問題についての上述の定式化 (cf.Koopmans T.C.， H. Rubin and R.B. 
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Leipnik， ibid.)は，それに比べるとはるかに形式的なものとなっている。これが何故で

あるかということは，同時方程式モデノレ方式の特質を考えるにあたって決定的に重要な窓

味をもっているので留意されたい。この点については後述することにする。

ともかしこのように考えてくると，先の誘導型最尤法が適用可能となるのは，

少なくとも，K林十Gμ口 G-1が成り立つ場合のみであるということがわかる。し

かし，そうすると常にこの条件を満たすようにモデルを作成せねばならず，したが

って，計測方法とLサ技術的条件によってモデルに含まれる変数の個数が決められ

ることになるため，モデルの客観的妥当性にたいして疑問が生じかねないことにな

る。そこで，計量経済学においては，適度認定以外の場合でも構造パラメータの推

定値が得られるような方法を考案しておかねばならなくなるのである。このような

要請に応えるために，先の誘導型最尤法をより一般化し，過剰認定の場合でも適用

可能な方法として考案されたのが情報制限最尤法 limitedinformation maximum 

likelihoodとよばれる方法である。そこで，次に，この方法が誘導型最尤法をどの

ように一般化したのかという点について見てみることにしたい。

上記構造方程式体系 [][Jの第1番目の方程式の係数パラメータの推定を考えて

みる。ただし，そこじおけるパラメータのベクトノレム，rlのいくつかの要素をア

プリオリにOと仮定し， [][]の第1式を次のように過剰認定の方程式と考える。

βuY1t十・・-一-十βlGAYGAt十 'Y11X1t+'" ・十'Y1K*XK*t=U1t

ただし，K林 >Gムー 1

113)式より，誘導型撹乱項 V，も系列的に独立に多変量正規分布に従っているから，

よ式の G企個の同時従属変数についての誘導型方程式をとり，それについての尤度

関数を構成することが可能となる。この尤度関数は誘導型方程式体系の係数パラメ

ータの行列Eの最初の GA行からなるパラメータ [0，，*OA**]を用いて表わされ

る。したがって，この尤度関数を最大とするならば， 最尤推定量 [OA*OA*米〕を

求めることが可能となるのである。

この場合，当該構造方程式が認定可能式であるならば，次の方程式を解くことに

よって構造パラメータの推定量を求めることが可能となる。

!日一1

H岬 *βlA=O
(14) 

/¥ 
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しかしながら，過剰認定 (K榊 >GA-l)の場合には，未知数の個数より方程式の本

数の方が多くなるため，上記第2式からは β1Aの推定量が複数個得られてしまう。

そこで，G'"個の同時従属変数についての尤度関数を P(][岬 *)=GA-lとU、う制

約条件下て"最大にするのである。 そうすると， [J1Aに含まれる G'"備の要素の比を

一義的に定めることが可能となる。したがって，それらのうちのひとつを 1とおく

(=基準化郎〉ならば，他の値も自動的に定ってくるのである。

すなわち，まず，構造方程式体系の第1番目の方程式を，基準化則を導入し，前

節(8)式のように表わす。

Y1=YOβo十五r1十"1 (15) 

また，この方程式に含まれる同時従属変数に関する誘導型方程式を集め，それを各

tに関してそれぞれ別記し，行列を用いて次のように表わす。

Y1=X][1十 V1

この時，Y1に基づく対数尤度関数は次のようになる。

L町1グ本ら~日=lωog拍L1列眉=k一↓右品log山dゐ似etX丸1"， 一↓2ふれV列'1I'X1
4血匂 ~岳 t=1 

ただし， X1A; V1の分散共分散行列

vu; 民の要素ベクトル

ここで， λをラグランジュ乗数を要素とするベクトルとして， 次式の最大化を図

る。

唱 m

1=一一i-1噌丸一三1PItrzuurI〈π*-][A吋 0)

ただし， π*は][A**の第1行である。

上式を最大にするパラメータは次式を解くことによって求られる。

~ -~ -~ -~ -一一___=..___=11. ___=.. 
OVlI -， ôλ~ ， OfJo -~， ÔX1A-~ 

こうして，んが求められ， (14)第1式よりれを求めることが可能となるのであるヘ

本 この方法は次で提唱された。

Anderson， T.W. and H. Rubin，“Estimation of the Parameter冨ofa Single Equa-

tion in a Complete System of Stochastic Equation，" Annals 01 Mathen昭ticalSta-

tisti・CS，1949. 
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この方法の特徴は，計測しようとする 1本の構造方程式に含まれる同時従属変数

と体系中のすべての先決変数についての値を知りさえすれば，その構造方程式の係

数パラメータが推定可能になるという点にある。逆にいえば，この方法は計測しよ

うとする構造方程式以外の構造方程式に含まれる同時従属変数に関する情報を無視

しているという弱点をかかえている。ここに，この方法が情報制限最尤法とよばれ

るゆえんがある。情報報制限最尤法による推定量は一般的には次のように与えられ

る。

rsβo川)一'Y，丸町0' Y，丸0一メμβLT片古汐~T♂Voもo Y，丸"a'X1、-一ユ iY，丸0'ん-白叩白
1 r J一!¥X，'YO X瓦./X，υ ¥. x丸/ J "1 

ただし，VOはれの誘導型残差 VOニ Yo-XoDo，また， μ は行列方程式 IY/ 

M，Y1-plγMY1:=oの最小特性根である。

ここに，M =I-X(X1X)-lX1 

Ml=I-Xl(Xl'Xl)-lX1' 

情報制限最尤法の概要ならびにその適用結果は以上のごとくであるが，モデル全

体が適度認定の場合には，これは先に述べた誘導型最尤法に:帝着することになるこ

とはL、うまでなL、。その意味で，誘導型最尤法は情報制限最尤法の特殊な形態であ

るということができるのである。ょころで，これまでは，構造パラメータの推定方

法を最尤法の適用という面からのみ見てきた。しかしながら，冒頭でもふれたよう

に，最尤推定量の望ましさの根拠を一致性とh、う推定特性に求めるのであれば，必

ずしも最尤法の適用ということに推定方法を限定する必要はなくなってくる。最小

二乗法であっても，その適用の仕方次第では構造パラメータの一致推定量を得るこ

とは十分可能なのである。そこで，次に，一致推定量を得るために，最小二乗法の

適用の仕方がどのようにヱ夫されたのかという点について見てみることにしたL、
前節で，個々の構造方程式に直接最小二乗法を適用したのでは，その推定量は不

偏性はおろか一致性すらもたないということを明らかにしておいた。その主たる原 色
因は，当該構造方程式の説明変数に含まれる同時従属変数とその方程式の撹乱項と

が非独立となるためであった。て、は，誘導型方程式に最小二乗j去を適用する場合は

どうであろうか。

誘導型パラメータの最小二乗推定量は次のようになる。
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II田 (XIX)-lXY

上弐に y=XO十 Vを代入すると次のようになる。

0=0十(XIX)→XV

ここで" Xは先決変数であるから，Plim_]_XIU=Oが成立し，1Iの確率極限l土
同

次のようになる。

plimII=O+ [仲間ナXIX r1 Plim(十XIU)B-l

=0  

こうして，0 が一致推定量であるということがわかり，これを変数変換するなら

ば，構造パラメータの一致推定量を得ることが可能になるというミとがわかるので

ある。このような手続きで構造ノfラメータの推定を行う方法は間接最小二乗法

indirect least squaresとよばれている。 とくに先決変数がすべて指定家数である

場合には，この方法による推定量と先の誘導型最尤法に上る推定量とは一致し，そ

のようなモデルの場合には，通常，間接最小二乗法が採用されることになるのであ

るe

ところで，この間接最小二乗法が適用可能となるのは，誘導型最尤法と同様，適

度認定のモテ、ルの場合のみである。しかしながら，この方法を適用するために適度

認定のモデルのみを作成するというのであれば，計測方法とL、う技術的条件によっ

てモデルに含まれる変数の{回数が決められることになるため，モデルの客観的妥当

性にたいして疑問が生じかねないことになる。この点は誘導型最尤法に関連して先

に述べた通りであるのそのため，最尤法の適用としづ見地からは，こうした事態に

たいする配慮として，適度認定のモデルのみでなく過剰認定のモデルであっても適

用可能となる情報制限最尤法というものが考案されるじいたっていた。

ところが，この方法はモデルの変数選択問題にたいしては全く無関与である。そ

主こでは，過剰認定のモデルをあくまでも所与として，すなわち，そのようなモデル

の客観的妥当性をあくまでも前提として，計測材料である統計データが実現値とし

て最大確率をもつようにパラメータの推定値を定めるということが試みられていた

に過ぎない。では，仮に情報制限最尤法を用いるとしても，変数選択が適切である

ようなモデルは一体いかにしたら作成しうるのであろうか。
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「理論に基づく計測」とし寸計量経済学の自己規定からすれば計量経済モデル作

成のためのさし当りの手掛りとなるのは，一定の経済理論によって導かれた経済関

係式である。その代表的なものとして， 需要曲線， 供給曲線， 消費関数， 投資関

数，生産関数等があるが，これらは通常の計量経済モデルに比べて説明変数が少数

個であることが特徴的である。これは，経済理論においては，種々の要因を一定と

した上でいくつかの経済諸量聞の関係を説明するとLサ方法がとられていることと

関係している。

このように，計測対象としての経済関係式はあくまでも同質的な条件を前提して

導かれた関数式である。これにたいして計測材料である統計データ=時系データ

は，異なる時点における調査結果であり，異なる条件のもとでの生起結果であると

b寸意味で非同質的な経済資料である。したがって，このままでは両者を結びつけ

ることは不可能である。そこで，計量経済学においては，経済理論で一定とされた

種々の要因を追加的説明変数として陽表的にモデルに組み入れ，経済理論によって

導びかれた経済関係式よりも多くの変数を含んだ関係式としてモデルが設定される

ことになるのである。こうして，この追加的説明変数の選択が，モデルの計測に先

どっ，計量経済学に独自の仕事となってくるのである。

単一方程式モデルとしての多元回帰モデルの場合に変数選択がどのように行われ

るかということは前節で見た通りである。では，同時方程式モデルの場合には，各

構造方程式の追加説明変数は一体どのようにして選択されることになるのであろ

うか。上述の通り，最尤法はこの要請に応えることはできなU、。そのため，実は，

実際にモデルを作成する個々の計量経済学者は，同時方程式モデルの追加説明変数

一一これは先決変数ばかりでなく同時従属変数である場合もある一一の選択基準と

して，単一方程式モデルとしての多元回帰モデルの説明変数の選択基準を援用する

ことを余儀なくされてきているのである。というのは，追加的説明変数が経済理論

によって導き出されない以上，その選択は経験的基準に委ねる以外なしそのよう 七
)¥ 

なものとしては，単一方程式モデルとしての多元回帰モデルの説明変数の選択基準

以外に依拠すべき実際的方法が存在しないからである。

多元回帰モデルの説明変数の選択碁準とは，前節で述べた，パラメータの t検定

および F検定に他ならなL、。個々の計量経済学者は，あらかじめこのような方法で
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構造方程式の追加的説明変款の選択を行うことによョて，モデノレの実数選択が基本

的には適切であると暗黙裏に前提するのである。そして，その上で，先の情報制限

最尤法などの適用を図るのである。しかしながら，モデルの変数選択を実際にこの

ような方法で行うとすれば，他面，パラメータの推定方法もそれに見合ったものと

しなければならなくなるというのもまた事実である。前節で述べた t検定量ならび

にF検定量は.最小二乗原理に基づく基準であることが特徴的である。 したがっ

て，こうした基準で同時方程式モデルの変数選択を行うとすれば，個々の構造方程

式を直接最小二乗法で計測することが必要となるはずで、あるヘ しかしながら， 前

節で述べたように，モデルが同時方程式モデルであることをつらぬけば，このよう

な試みは不可能となってしまう。

この側面を強調し，構造パラメータの推定に前節で見た直接最小二乗法を適用すべきで

あるとする意見も少なからず存在している。ただし，この場合には，捻定精度面での基準

の充足位を後方に退け，モデルによる事後的予測成績の良さと¥'，?た別の基準からこのよ

うな主張を行わねばならなくなることが特徴的である。

cf. Waugh， F.V.，“The Place of Least Squares in Econometrics，" Econometrica， 

VoI. 29 No. 3， 1961 

こうして，計量経済学は，モデノレが同時方程式モデノレであることをつらぬけば追

加的説明変款の選択基準を設けることができなくなり，また，追加的説明変数の選

択基準として上記の基準を採用するならば同時方程式モデルとL寸枠組を崩さねば

ならなくなるとLサ二律背反に!悩まされることになるのである。このようなこ律背

反を克服するためには，同時方程式モデノレと¥'う枠組を崩さずに個々の構造方程式

を実質的に最小二乗法で計測するとL、う方法がぜひとも必要となってくる。このよ

うな要請に応えるために考案されたのが二段階最小二乗法 two-stageleast squares 

とよばれる方法であるの

この方法は，一般化最小二乗法 generalizedleast squaresを同時方程式モデル

七のパラメータ推定に応用したものに他ならなし、。そこで，二段階最小二乗法の概要
七

に入る前に，その準備として，一般化最小二乗法について見ておくことにしたい。

前節で，多元回帰モデルの係数パラメータの最小二乗推定量Pは，最小分散の不偏

推定量であるということを，また，本節では，それが一致推定量であるということ

を明らかにしておいた。ただし，これはあくまでも，前節の仮定[1]がすべて成
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立する限りにおいてそうなのであって，そのうちの一つでも不成立て*あるならば，

最小二乗推定量βがそのような特性をもっということはなくなる e しかし，仮定

[ 1 ] (iii)の分散一定の仮定につL、ては例外であって，仮にそれが不成立でも，分

散共分散行列が既知でありさえすれば，上記の特性をもっ最小二乗推定量βを求め

ることは可能となるのである。

すなわち，前節(1)式で表わされたモデルの分散共分数行列を9とすると，!Jは正

値定符号行列であるから，PI!JP=Iかっ PlP=[J-lとなるような n次の非特異

行列 Pが存在する。そこで， (1)式の左からこの P をかけ，次のように書き換え

る。

y*=X*β十u*

ただし，y*=Py 

X*=PX 

u*=Pu 

この時，u本の期待値ならびに分散共分散行列は次のようになる。

E(u*)=PE(u)= 0 

E(u判 U*)=E(P1UlUP)=PIE(u1u)P

=PIσ2IP =σ2I 

(16) 

したがって， (16)式は前節仮定[1]の全条件を満たすことになるため， (日)式の係

数パラメータ fJの最小二乗推定量βは，最小分散の不備推定量であり，かつまた一

致推定量になるということがわかる。

s=(XネIX*)-lXキIy*

=(XIPIPX)-lXIPIPy 

=(XI!J-1X)-lXI[J-ly 

このようにして適用される最小二乗法が， -般化最小二乗法*とよばれているもの

である。では，二段階最小二乗法はこの方法をどのように応用したのであろうか。 主
ノ、

本 Aitken，A.C.， On Least Squares and Linear Combination 01 Observation， 1935. 

情報制限最尤法と同様に，先の(15)式のパラメータの推定を考えてみる.(15)式に前

節で見た最小二乗法を直接適用することができないのは， YOとUlとが非独立とな

るためであった。そこで， YOに関するすべての誘導型方程式を集め，それに最小二
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乗法を適用する ζとによって待られる誘導型パラメータの一致推定量に基づくれ

の推定量れを求める。そうすると，れと Ulとは独立となるから，れをれにお

き換えて， (羽式に直接最小二乗法を適用すると，係数パラメータの}致推定量が得

られるはずである。このような手順で，過剰認定式の構造パラメータの一致推定景

を得ょうとするのが，二段階最小二乗法の基本的方針に他ならなh、。

すなわち， 1古田XDo十 Voとし， このパラメータ Doの最小二乗推定量を U。と

する。そうすると，Uo， Y，。は次のようになるの

Uo出 (XfXylYo

YO=XOUO=X(Xf X)-lれ

これを(15)式に代入すると次のようになる。

Yl=Y，。β。十X1rl+Ul (17) 

ここで，Yo=Yo-voであるから，よ式は次のようになる e

Yl=(YO-VO)f30+X1rl十 (Ul-Vof3o) 

目件杭Z1(f:〕十仇-Vof3o) (18) 

(17)式のれと U1とは独立となるから， (18)式においても， 説明変数と携百LJ賓とは独

立となる。そうすると， (17)式に直接最小二乗;去を適用しうる可能怯が生まれてくる

わけだが，その撹乱項については，分散共分散行列が σ2Iとなる保証は全くなし、。

そこで，この分散共分散行列については既知であると想定し， また， 先の Pが満

たすべき条件を Yo-Voが満たしていると想定し，(凶式に一般化最小二乗法を適用

するのである。そうすると，次のような推定量が得られる。

H
 

A
 

、jA
 

A
 

f
e
¥
 一一

、，，
It--〆

A
U

噌
la

A
M
u
-
4
'
 

〆
4
1
1
1
1

也、

ただし，A=PXo=(Yo-VO) Xo 

主これを書き換えれば次のようになる。

[!:) = [町Yo-Vo'Vo丸叫-1(Yo'ーす0'
rl J lX1fYo X/X1J l X/ 

これが二段階最小二乗法によって求められる構造パラメータの推定量であるヘ

• Theil， H.， Economic Forecasting and Policy， 1958. <邦訳H経済の予測と政策』
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岡本哲治訳，創文社，昭和39年。

むろん，上記 Yo-Voが先の P が満たすべき条件を完全に満たすかどうかは不

明である。しかしながら，構造方程式の変数選択基準として多元回帰モデルの変数

選択基準を採用していることを強く念頭におく場合には，構造パラメータの推定値

を出来るだけ多元世帯モデノレの推定方法の適用結果に近づけておくということが至

上命令となり，一致推定量が得られる以上，このような方法も構造パラメータの推

定方法としては有効であると見なされることになるのである。

この方法は，(15)式の Yoとu，とが独立となるようにれを f。におき換えている

ことが特徴的である。その意味では，形式的には，この方法は，独立性の条件を

満たすために，YO部分に他の変数を導入していると見ることができる。 このよう

な，別の変数を導入することによって推定条件を満たそうとする方法は操作変数法

instrumental varable methodとよばれている。 したがって， この範鳴からすれ

ば，二段階最小二乗法は操作変数法の一種であるということになる。

さて，以上が二段階最小二乗法であるが，この方法も，情報制限最尤法と同様，

計測しようとする 1本の構造方程式に含まれる同時従属変数と体系中のすべての先

決変数についての値を知りさえすれば，その構造方程式の係数パラメータが推定可

能になるという点にその特徴がある。逆にいえば，この方法も，計測しようとする構

造方程式以外の構造方程式に含まれる同時従属変数についての情報を無視している

という弱点をかかえてL情。そこで，最小二乗;去の適用という観点からすれば，会情

報最尤法に匹敵する，全変数を考慮に入れた計誤rr方法を考案し，その箆便法として上

記の二段階最小二乗法を位置付けておくとL、うことが必要となってくるのである。

このような要請に応えるために考案されているのが三段階最小二乗法 three-stage

least squaresとよばれている方法である。そこで， 最後に，この方法の概要を見

ておくことにしたし、。

先の(15)式の計測を考えてみるのまず， (15)式を次のように書き改める。 七

y，=Zld，十 U，
ただし，Z，世 [YO X1J 

lJt'=[fN r'J 

回



(19) 
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次に，上式に左から X を掛ける。

Xty,=X'Z1lJi十x1u,

この式の援乱項の分散共分散行列は次のようになる。

30 

V(Xtu,)=E(Xtu,u,t X）＝σ11(X1X) 

これは，前節仮定〔 I〕（iii）が成り立たないことを意味してb泊。そこで，仰）式の

係数パラメータの一致推定量を得るためには，通常の最小二乗法ではなく，上に見

た一般化最小二乗法を適用しなければならなくなる。（19）式に一般化最小二乗法を適

用してみると，次のような推定量が得られる。

lJ1=[Z,tX(XIX)-1XZ1〕ー＇Z,tX(XtX)-1X1y,

σ11に1こいするこの時，これは実は二段階最小二乗法による推定量に他ならなL、。

一致推定量は次のように定められるヘ

s11=n-1(y1 -Z1lJ1)1(y1 -Z1iJ1) 

＊ これより，十分大きな nにたいして， IJ，の漸近的共分散の推定値として次式を用いる

ことが可能となる。

”s，，〔Z,'X(X' X)-'X' Z，〕－1

そうすると，この行列の婆索。ωを用いることによって， Aの第i要素il，，に関する有意性

検定が可能となる。すなわち，帰無仮説品； il11=0，対立仮説H1;il1，キ Oとして， Hoが

真なる持， iJ,J..；主；； iJ>N( o, 1）に従うとLヴ性質を利用するのである。

ただし，この検定はあくまでも標本数が十分大きくとれるということを前提とした検定

であって，言十量経済モデノレの計調tlの場合のように利用しうる統計データが比較的少数個で

ある場合には，仮にこの検定を行うにしても，それは推測統計学上の条件を無視した検定

とならざるをえないのである。しかも，この検定は計算が非常に複雑である。そのため，

実際には，やはり先l二主主ぺた単一方程式毛デJレとしての多元回帰モデルの説明変数の選択

基準が採用されることになるのである。

三段階最小二乗法の基本的な方針は，モデノレに含まれる全構造方程式を（19）式のよ

ぞれらの方程式全体に一般化最小三乗法を適用するごとによって，うな形に改め，

すなわ全ての未知パラメータの一致推定量を阿時に求めようとするものである。

七
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上式を新しい記号を用いて次のように表わす。

A=BIJ十 V

(閉式の撹古し項の分散共分散行列は次のようになる。

vaγ 

X1U， 
X1U2 

XIUG 

σllX1X σ12X1X.…………σlGXIX 

σ21X1X σ22X1X 

σGIX1X σG2X1X・H ・H ・..……σGGX1X

ただし， σり=E(UiUj)~志向jl

(20) 

そこで， (お)式に一般化最小二乗法を適用すると， δの推定量は次のようになる。

d=( B' V-1 B)-l B' V-l A (21) 

ただし， (21)式における Vは未知の共分散を含んでいる。そこで， これらを二段階

最小二乗法による共分散の推定量 Sりでおきかえることによって， (:坦)式を実際に推

定量として操作可能にするのである。このおきかえがなされた(21)式が三段階最小二

乗法による推定量に他ならないへこうした方法であれば， その推定にあたって，

モデルに含まれる全変数に関する情報を考慮、に入れることが可能となり，その意味

で，この方法は理論的l二li前節で述べた完全情報最尤法に匹敵するJ極めて亘妥な推

定方法であると位置づけられることになるのである。

• Theil， H. and A. Zellner， "Three-Stage Least Squares: SimultaneOllS Estimation 

of Simultaneous Equations，" Economefrica， Vol. 30 No. 1， 1962 

以上，構造パラメータの各種推定方法について概観してきた。そこで，次に，節

を改めて，これら各種方法のうちいずれが最適であるのかを判断するために，計量

経済学がどのような研究を積み上げてきたのかという点を見てみることにしたい。

七


