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はじめに

このノートは，2012年 9月 11日～14日に立教大学で行われた集中講義の記録です．テーマで
ある「可積分幾何」は近年盛んに研究されている分野であり，数理物理学の研究から生まれた「可
積分系」という分野と，微分幾何学との境界領域に位置するものです．「可積分幾何」の中にもさ
まざまな研究方向がありますが，その中の 1つとして，可積分系の離散化で培われた手法を用い
て微分幾何学の離散化を行うという「離散微分幾何」があり，離散的なオブジェクトの幾何学的
整合性を記述するための新しい数学的枠組みとして注目されています．
「可積分幾何」に関して，最近では [1, 6, 7, 29]等の成書も出版されていますが，この分野を学
び始めようとする初学者にとっては，可積分系の理論と曲線・曲面の微分幾何の双方の基礎を学
ぶ必要があり，しかも話題も多岐にわたるため，どこから始めてよいのか分かり難いという声が
少なくありません．
講演者である梶原健司先生は可積分系の専門家であり，最近では幾何学の専門家と共同研究を

行い，興味深い結果を導きだしていらっしゃいます．梶原先生に集中講義，およびそれを元にレク
チャーノートを作成することを依頼したところご快諾いただきました．そこで，講義に出席した
大学院生の三谷浩将君が LATEXで原稿を作成し，それに筧が手を入れたのがこのノートです．本
レクチャーノートに誤植があるなら，それは筧・三谷によるものであることを，ここに注記して
おきます．
梶原先生の講義では，平面曲線の微分幾何学的取り扱いからソリトン理論の具体的な計算技術

の詳細まで，予備知識を仮定せずに丁寧に講義していただき，この分野に初めて触れる学生にとっ
て (もちろん私にとっても) 良い機会となりました．さらに後半では，平面離散曲線の等周変形の
明示公式 [8]という最新の結果までが解説されています．
本レクチャーノートが，「可積分幾何」に興味をお持ちの方々のお役に立つことを願います．

2013年 2月

立教大学理学部数学科
筧　三郎
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第1章 平面曲線の等周変形とmKdV方程式

はじめに，以下で用いる記号をまとめておく．

• n次元 Euclid空間: Rn = {(x1, · · · , xn) | x1, · · · , xn ∈ R}

• Rnの標準内積: p = (x1, · · · , xn), q = (y1, · · · , yn)に対し，⟨p, q⟩ = x1y1 + · · ·+ xnyn

• ベクトル p = (x1, · · ·xn)の長さ: |p| =
√

⟨p, p⟩

• 回転行列: R(θ) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]

1.1 空間曲線

本節では，3次元空間内の曲線についての微分幾何学的取り扱いを復習しておこう [14, 28]．R3

内の空間曲線が，

γ : I −→ R3

∈ ∈

x 7−→ γ(x) =

X(x)

Y (x)

Z(x)

 (1.1)

という形で媒介変数表示されているものとする．ただし，ベクトル値関数 γは適当な開区間 I ∈ R

においてC∞級であるとする．特に，媒介変数 xが，ある点を基点とした孤長である場合は，xを
孤長径数という (図 1.1)．以下では xは孤長径数であるとして，xに関する微分を “ ′ ” で表す．

図 1.1: 孤長径数

このとき，dx =
√

(dX)2 + (dY )2 + (dZ)2 であるので，

∣∣γ′∣∣ = ∣∣∣∣∂γ∂x
∣∣∣∣ =

√(
dX

dx

)2

+

(
dY

dx

)2

+

(
dZ

dx

)2

= 1

となる．よって，

T := γ′ =
dγ

dx
(1.2)

とおけば，xが孤長径数である場合には |T |2 = ⟨T, T ⟩ = 1 となり，T は単位接ベクトルとなる．
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ここで ⟨T, T ⟩ = 1の両辺を xで微分すると，⟨
T ′, T

⟩
+
⟨
T, T ′⟩ = 0 ⇔ 2

⟨
T, T ′⟩ = 0 (1.3)

となり，T と T ′が直交していることがわかる．そこで，単位法ベクトルN と陪法線ベクトルBを

N :=
T ′

|T |
, B := T ×N (1.4)

で定める．3つのベクトルの組 {T, N, B} は，曲線上の各点に付随したR3の正規直交基底であ
る (図 1.2)．また，3つのベクトル T , N , B を組み合わせた 3次正方行列

Φ := [T, N, B] ∈ SO(3;R) (1.5)

を Frenet標構とよぶ．

図 1.2: Frenet標構

T , N , Bは線形独立なので，それぞれの一階微分 T ′, N ′, B′はそれらの線形結合でかける．ま

ず，単位法ベクトルN はN =
T ′

|T ′|
と定めたので，κ = |T ′| (曲線 γの曲率) とおけば，

T ′ = |T ′|N = κN (1.6)

となる．次に，⟨N, N⟩ = 1 を xで微分すると ⟨N, N ′⟩ = 0 となり，N とN ′は直交していること
が分かる．よって，適当な α, βにより

N ′ = αT + βB (1.7)

とかける．係数 α, βは，次のように内積を用いて表すことができる．

α = ⟨N ′, T ⟩, β = ⟨N ′, B⟩ (1.8)

ここで，⟨N, T ⟩ = 0であることと，(1.6)とより，

α = ⟨N ′, T ⟩ = −⟨N, T ′⟩ = −κ⟨N, N⟩ = −κ (1.9)

が得られる．さらに，λ = ⟨N ′, B⟩ によって捩率 (torsion)を定義すると1，(1.7), (1.8), (1.9) に
より，

N ′ = −κT + λB (1.10)

が得られる．

1通常は捩率を “τ” で表すが，ここでは記号 τ は「タウ関数」を表す記号として使いたいので，捩率には “λ” を用
いている．
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B′を求めるために，(1.4)の第 2式の両辺を微分すると，

B′ = T ′ ×N + T ×N ′ = κN ×N + T × (−κT + λB)

= λT ×B = −λN (1.11)

となる．ここで，ベクトル 3重積の公式より，

T ×B = T × (T ×N) = ⟨T, N⟩T − ⟨T, T ⟩N = −N (1.12)

であることを用いた．以上により，T ′, N ′, B′を T , N , Bの線形結合として表す式がすべて得ら
れた．

T ′ = κN, N ′ = −κT + λB, B′ = −λN, κ = |T ′|, λ =
⟨
N ′, B

⟩
. (1.13)

以上より，次の公式が得られた．

定理 1.1 (Frenet-Serreの公式).

Φ′ = Φ

 0 −κ 0

κ 0 −λ

0 λ 0

 (1.14)

1.2 平面曲線

次に平面内での曲線を考える [6, 7]．前節に引き続き xを弧長径数とする．開区間 I ∈ Rに対し
て次のベクトル値関数を定義する．

γ : I −→ R2

∈ ∈

x 7−→ γ(x) =

[
X(x)

Y (x)

] (1.15)

このとき

T :=
dγ

dx
=

[
cos θ

sin θ

]
(1.16)

によって接ベクトル T を定義する (xは孤長径数であることから |T | = 1なので，(1.16)の形に表
される)．θ(x)を角関数 (turning angle) という (図 1.3)．

図 1.3: 角変数 θ(x, t)

T は単位接ベクトルなので，

⟨T, T ⟩ = 1 ⇒ 2
⟨
T, T ′⟩ = 0 (1.17)

であり，T と T ′は垂直であることがわかる．そこで，単位法ベクトルを

N := R
(π
2

)
T =

[
0 −1

1 0

]
T (1.18)
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によって定めると，N は T ′と平行であり，

T ′ = κN =

[
0 −κ

κ 0

]
T (1.19)

と表される．ここで，κ = |T ′|は曲線 γの曲率である．一方，(1.16)を xで微分すると，

T ′ =

[
−θ′ sin θ

θ′ cos θ

]
=

[
0 −θ′

θ′ 0

]
T. (1.20)

であるので，これを (1.19)と比較して，

κ = θ′ (1.21)

を得る．前節の空間曲線の場合と同様に Frenet標構を

Φ := [T, N ] ∈ SO(2;R) (1.22)

によって定めれば，平面曲線における Frenetの公式が得られる．

定理 1.2 (Frenetの公式).

Φ′ = ΦU, U :=

[
0 −κ

κ 0

]
(1.23)

次に，与えられた曲線 γの時間発展問題について考えるために，時間変数 tを用いて γ = γ(x, t)

と表す．ここで次の条件を考える．

定義 1.1 (等周条件). 等周条件 (isoperimetric condition)とは，すべての x, tに対して

|γ′(x, t)| = 1 (1.24)

が成り立つことである．

この条件の下で曲線 γがどう変化するかを，Frenet標構を用いて考える．今，T とN は線形独
立なので，2つの関数 f(x, t)と g(x, t)を用いて

∂γ

∂t
= g(x, t)T + f(x, t)N (1.25)

とする．この式の両辺を xで偏微分すると2

∂γ′

∂t
=

∂T

∂t
= g′T + gT ′ + f ′N + fN ′

= g′T + g · κN + f ′N + f · (−κT )

= (g′ − fκ)T + (f ′ + gκ)N. (1.26)

ところで ⟨T, T ⟩ = 1であるから，両辺を tで偏微分すると

∂

∂t
⟨T, T ⟩ = 0 ⇒ 2

⟨
∂T

∂t
, T

⟩
= 0 (1.27)

であるので，(1.26)を代入すれば，
g′ = fκ. (1.28)

2∂/∂xと ∂/∂tとが交換可能であることを仮定している．
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が得られる．よって

∂T

∂t
= (f ′ + gκ)N (1.29)

であり，この
∂T

∂t
を 90◦回転すれば

∂N

∂t
= −(f ′ + gκ)T (1.30)

が得られる．以上より，曲線 γの時間発展に関する微分方程式を Frenet標構で記述できたことに
なる．

∂Φ

∂t
= ΦV, V :=

[
0 −f ′ + gκ

f ′ + gκ 0

]
(ただし， g′ = fκ). (1.31)

先ほどの Frenetの公式 (1.23)と，この (1.31)との両立条件を計算する．つまり

∂

∂t

(
∂Φ

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂Φ

∂t

)
(1.32)

を満たす条件を求める．

左辺 =
∂

∂t
(ΦU) =

(
∂Φ

∂t

)
· U +Φ · ∂U

∂t
= ΦV U +Φ · ∂U

∂t
, (1.33)

右辺 =
∂

∂x
(ΦV ) =

(
∂Φ

∂x

)
· V +Φ · ∂V

∂x
= ΦUV +Φ · ∂V

∂x
. (1.34)

したがって，両立条件は
∂U

∂t
− ∂V

∂x
+ [V,U ] = 0 (1.35)

と表されるが，U , V の具体的な形 (1.23), (1.31) を代入して計算すれば，

κt = f ′′ + g′κ+ gκ′ (1.36)

となる．ここで g′ = fκなので
κt = f ′′ + fκ2 + gκ′ (1.37)

が得られた．g′ = fκ を満たす f , gとして，特に

f = −κ′, g = −κ2

2
(1.38)

を採用すれば，(1.37)よりmodified KdV (mKdV) 方程式

κt +
3

2
κ2κx + κxxx = 0 (1.39)

が導かれる．さらに κ = θxに注意すれば，θ = θ(x, t)は potential mKdV方程式

θt +
1

2
(θx)

3 + θxxx = 0 (1.40)

を満たすことが分かる．また，対応する U , V は次の形となる．

U =

[
0 −κ

κ 0

]
, V =

 0 −
(
κxx +

κ3

2

)
(
κxx +

κ3

2

)
0

 . (1.41)
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注 1.1. 上では，線形連立偏微分方程式
∂Φ

∂x
= UΦ,

∂Φ

∂t
= V Φの両立条件から，mKdV方程式

(1.39) が得られることを示した．
線形連立偏微分方程式を勝手に与えると一般には解がないことを見るために，次の例を考えよう．

∂f

∂x
= xtf,

∂f

∂t
= t2f (1.42)

第 1式から

f = c(t)e
x2

2
t (1.43)

が得られ，これを第 2式に代入すると，

ct +

(
x2

2
− t2

)
c = 0 (1.44)

となり，c = c(t) が tのみに依存する関数であることと矛盾する．すなわち，(1.42)には解がない．

しかし，(1.42) の第 2式を
∂f

∂t
=

x2

2
f に置き換えて，

∂f

∂x
= xtf,

∂f

∂t
=

x2

2
f (1.45)

を考えれば，解は存在する．実際，(1.44)を (1.45)の第 2式に代入すると ct = 0となるので，cが
定数であれば連立偏微分方程式 (1.45)の解となることがわかる．

注 1.2. mKdV方程式 (1.39)の解 κ(x, t)と potential mKdV方程式 (1.40)の解 θ(x, t)を用いて，
曲線 γ(x, t)を記述できる．

γ(x, t) =


∫ x

0
cos θ(s, t) ds∫ x

0
sin θ(s, t) ds

+ γ0(t), θ(x, t) =

∫ x

0
κ(s, t) ds+ θ0(t). (1.46)

γ0(t)はさらに初期値 κ(0, t), θ(0, t), κx(0, t)を用いて次のように表せる．

γ0(t) =

[
X0

Y0

]
,


X0 =

∫ t

0

(
−1

2
κ2(0, t) cos θ(0, t) + κx(0, t) sin θ(0, t)

)
dt+ ξ0,

Y0 =

∫ t

0

(
1

2
κ2(0, t) cos θ(0, t)− κx(0, t) sin θ(0, t)

)
dt+ η0.

(1.47)

(この公式は自明ではない．) 第 3章で “τ 関数” (タウ関数) を用いた曲線の明示公式を紹介する．
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第2章 可積分系の理論入門

2.1 KdV方程式のソリトン解

非線形偏微分方程式
ut + 6uux + uxxx = 0 (2.1)

をKorteweg-de Vries (KdV) 方程式，

vt − 6v2vx + vxxx = 0 (2.2)

をmodified Korteweg-de Vries (mKdV) 方程式という．この二つの方程式に対して次の命題が成
り立つ．

命題 2.1 (Miura変換). 従属変数 vが mKdV方程式 (2.2)の解であるとき，

u = −v2 − vx (2.3)

で定められるuはKdV方程式 (2.1)の解である．この変換のことをMiura変換という (R.M. Miura,

1967)．1

問 2.1. 命題 2.1を示せ．

KdV方程式の進行波解を求めてみよう．u(x, t) = U(X), X = x− ct (cは定数) とおいてKdV

方程式 (2.1)に代入すると，

− cU ′ + 6UU ′ + U ′′′ = 0

積分−→ − cU + 3U2 + U ′′ = 0 (積分定数は 0とした.)

×U ′
−→ − cUU ′ + 3U2U ′ + U ′U ′′ = 0

積分−→ − c

2
U2 + U3 +

1

2
(U ′)2 = 0 (積分定数は 0とした.)

これを U ′ =
dU

dX
について解くと，

dU

dX
= ±

√
2U

√
−U +

c

2
(2.4)

という，変数分離型の方程式が得られる．ここでは “±” の “+” をとることにして，

f =

√
−U +

c

2
(2.5)

とおけば，
df

dX
=

1√
2

(
f2 − c

2

)
(2.6)

1Miura変換発見の経緯については，[17] にMiura氏自身による解説がある.
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という形に変形される．c > 0を仮定すると，

1

f2 − c/2
=

1(
f +

√
c/2
)(

f −
√
c/2
) =

1√
2c

(
1

f −
√

c/2
− 1

f +
√

c/2

)
(2.7)

により，(2.6)に用いれば， (
1

f −
√

c/2
− 1

f +
√

c/2

)
df =

√
c dX (2.8)

となる．これを積分すると,

log

∣∣∣∣∣f −
√

c/2

f +
√

c/2

∣∣∣∣∣ = √
cX + δ (δ は積分定数)

が得られるが，f −
√

c/2 > 0 を仮定して整理すれば，

f =

√
c

2
· 1− c

√
cX+δ

1 + c
√
cX+δ

=

√
c

2
tanh

(√
cX + δ

2

)
(2.9)

となり，(2.5)とより

U =
c

2
− f2 =

c

2
sech2

(√
cX + δ

2

)
(2.10)

が導かれる．ただし，

1− tanh2 x =
1

cosh2 x
= sech2x (2.11)

を用いた．こうして，KdV方程式 (2.1) の孤立波解 (2.10) が求められた．
今求めた孤立波解 (2.10) は，次のように書き換えられる:

u = 2p2sech2{p(x− 4p2t+ δ)}
(
p =

√
c

2
とおいた.

)
= 2

∂2

∂x2
log(1 + e2η)

(
η = px− 4p3t+ η0

)
(2.12)

問 2.2. (2.12)を確かめよ．

そこで，

u = 2
∂2

∂x2
log τ (2.13)

とおいて，τ = τ(x, t) の満たす方程式を導いてみよう．(2.13)を (2.1)に代入すると

2[(log τ)xt + 6{(log τ)xx}2 + (log τ)xxxx]x = 0 (2.14)

と整理される．各項を計算していこう．

(log τ)xt = (
τx
τ
)t =

τxtτ − τxτt
τ2

,

(log τ)xx =
τxxτ − (τx)

2

τ2
,

(log τ)xxx =
(τxxxτ + τxxτx − 2τxτxx)τ

2 − (τxxτ − (τx)
2) · 2ττx

τ4

=
τxxxτ

2 − 3τxxτxτ + 2(τx)
3

τ3
,

(log τ)xxxx =
τxxxx − 4τxxxτ

2 − 3(τxx)
2τ2 + 12τxx(τx)

2τ − 6(τx)
4

τ4
.

(2.15)
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(2.14)を 1回積分してから (積分定数は 0とする)，これらを代入すると，τ に対する方程式として，

τxtτ − τxτt + τxxxxτ − 4τxxxτx + 3(τxx)
2 = 0 (2.16)

が得られる．
次のステップとして，(2.16)の厳密解を構成したい．ここでは，“摂動法” を用いる [2]．まず，

τ = 1が (2.16)の解であることは明らかであろう (KdV方程式 (2.1)の u = 0という解に対応)．そ
こで，

f = 1 + εf1 + ε2f2 + · · · (2.17)

という形を仮定して (2.16)に代入し，εのべきで整理した後，下から順に解いていく．
この計算を実行する際のツールとして，次の “広田微分” を用いる:

Dn
xD

m
t f · g = (∂x − ∂x′)n(∂t − ∂t′)

mf(x, t)g(x′, t′)
∣∣
x′=x,t′=t

. (2.18)

いくつかの例を挙げておく．

Dxf · g = f ′g − fg′,

D2
xf · g = f ′′g − 2f ′g′ + fg′′,

D3
xf · g = f ′′′g − 3f ′′g′ + 3f ′g′′ − fg′′′,

D4
xf · g = f ′′′′g − 4f ′′′g′ + 6f ′′g′′ − 4f ′g′′′ + fg′′′′,

DxDtf · g = fxtg − fxgt − ftgx + fgxt.

この記法を用いると，

τxtτ − τxτt + τxxxxτ − 4τxxxτx + 3(τxx)
2 =

1

2
DxDtτ · τ +

1

2
D4

xτ · τ (2.19)

であるので，(2.16)は
(DxDt +D4

x)τ · τ = 0 (2.20)

という形にまとめられる．このような形の方程式を，Hirotaの双線形方程式 (双線形形式) (bilinear

equation (bilinear form)) という [2, 18, 26]．特に，(2.20)がKdV方程式の双線形形式である．
広田微分 (2.18)の性質をいくつかまとめておこう．

(1) F (X,T, . . .) をX, T, . . . の多項式，α, β を定数として，
F (Dx, Dt, . . .)(αf + βg) · h = αF (Dx, Dt, . . .)f · h+ βF (Dx, Dt, . . .)g · h

(双線形性, 第 2の引数についても同様)

(2) Dm
x Dn

t f · g = (−1)m+nDm
x Dn

t g · f

(3) Dm
x Dn

t f · 1 = ∂m
x ∂n

t f

(4) Dm
x Dn

t (e
p1x+q1t) · (ep2x+q2t) = (p1 − p2)

m(q1 − q2)
ne(p1+p2)x+(q1+q2)t

これらの性質を利用して，“摂動計算” を実行する．(2.17)を (2.20)に代入すると，

0 = (DxDt +D4
x)(1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · )(1 + εf1 + ε2f2 + ε3f3 + · · · ) (2.21)

が得られる．これを εの次数について整理して，各次数の方程式を書き下ろしてみる．

O(ε0) : 0 = (DxDt +D4
x)1 = 0, (2.22)

O(ε1) : 0 = 2(∂x∂t + ∂4
x)f1, (2.23)

O(ε2) : 0 = 2(∂x∂t + ∂4
x)f2 + (DxDt +D4

x)f1 · f1, (2.24)

O(ε3) : 0 = 2(∂x∂t + ∂4
x)f3 + 2(DxDt +D4

x)f1 · f2. (2.25)

...
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次数 0の方程式 (2.22)は自明に成立していることを注意しておく．

1ソリトン解
(2.23)を満たす f1を探すために，まずは f1 = eη1 , η1 = p1x + q1t とおく．これを (2.23)に代

入すると，
(2.24) ⇒ p1(q1 + p31) = 0 ⇒ q1 = −p31 (2.26)

とすべきなことが分かる．引き続いてO(ε2)の方程式 (2.24)より，

(∂x∂t + ∂4
x)f2 = −(DxDt +D4

x)e
η1 · eη1 = 0 (2.27)

となるので，f2 = 0 とすればよい．さらに (2.25)は

2(∂x∂t + ∂4
x)f3 = −2(DxDt +D4

x)e
η1 · 0 = 0 (2.28)

となり，f3 = 0と取れる．以下同様に，f4 = f5 = · · · と取れることが分かる．よって

τ = 1 + eη1 , η1 = p1 − p31t (2.29)

は双線形形式の解であり，孤立波 (2.12)と同値である．

2ソリトン解
次に f1として，

f1 = eη1 + eη2 , ηi = pix+ qit (i = 1, 2) (2.30)

という形のものを考える．これを (2.23)に代入すると，

qi = −p3i (i = 1, 2) (2.31)

とすればよいことが分かる．次に (2.24)より，

2(∂x + ∂t + ∂4
x)f2 = −(DxDt +D4

x)e
η1 + eη2 · eη1 + eη2

= −2(DxDt +D4
x)e

η1 · eη2

= −2
{
(p1 − p2)(q1 − q2) + (p1 − p2)

4
}
eη1+η2

= −2
{
(p1 − p2)(−p31 + p32) + (p1 − p2)

4
}
eη1+η2

= −2
{
−(p1 − p2)(p1 − p2)(p

2
1 + p1p2 + p22) + (p1 − p2)

4
}
eη1+η2

= 6(p1 − p2)
2p1p2e

η1+η2 . (2.32)

そこで，f2に対して
f2 = A12e

η1+η2 (A12 は定数) (2.33)

という形を仮定すると，

(∂x∂t + ∂4
x)f2 = A12{(p1 + p2)(q1 + q2) + (p1 + p2)

4}eη1+η2

= A12(p1 + p2)
23p1p2e

η1+η2

= 3(p1 + p2)
2p1p2e

η1+η2 (2.34)

となるので，

A12 =

(
p1 − p2
p1 − p2

)2

(2.35)
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とすればよい．さらに (2.25)は

(∂x∂t + ∂4
x)f3 = −(DxDt +D4

X)(eη1 + eη2) ·A12e
η1+η2 (2.36)

となるが，この右辺において，

(DxDt +D4
x)e

η1 · eη1+η2 = (p2q2 + p42)e
2η1+η2 = 0,

(DxDt +D4
x)e

η2 · eη1+η2 = · · · = 0
(2.37)

なので，f3が満たすべき方程式は
(∂x∂t + ∂4

x)f3 = 0 (2.38)

となり，f3 = 0 としてよい．同様に，

f4 = f5 = · · · = 0 (2.39)

と取ることができて，次の形の解が得られる:

τ2 = 1 + ε(eη1 + eη2) + εA12eη1+η2 ,

qi = −p3i (i = 1, 2), A12 =

(
p1 − p2
p1 − p2

)2 (2.40)

これを (2.13)に代入すれば，“2ソリトン解” が得られる．

問 2.3. 計算機 (Mathematica, Maple, Maxima 等) を用いて，1ソリトン，2ソリトンのグラフ
を描け．

注 2.1. f1 の形を f1 = eη1 + · · ·+ eηN と選べば，(形式的)摂動展開はO(εN )で切れて，“N ソリ
トン解” が得られる．

注 2.2. ソリトンの相互作用はすべて 2体相互作用に「因子化」される．例えば 3ソリトン解は

τ3 = 1 + ε(eη1 + eη2 + eη3) + ε2(A12e
η1+η2 +A23e

η2+η3 +A31e
η3+η1) + ε3A123e

η1+η2+η3 (2.41)

という形であるが，3体相互作用の係数A123はA123 = A12A23A13となる．

注 2.3. 多くのソリトン方程式が，本節で紹介した方法で求められる．ただし，変数変換は双線形

化がうまくいくように発見的に選ぶ必要がある．ここで用いた (2.13)だけでなく，例えば，u =
G

F
,(

log
G

F

)
x

などが，各々の方程式に応じて用いられる．1つの非線形方程式から複数の双線形化が

得られることがある．また，複数の非線形方程式が同じ双線形方程式を共有することもある．

2.2 KP方程式とソリトン解

Kadomtsevと Petviashviliは，KdV方程式 (2.1)に横方向の弱分散性を加えて，次の方程式を
導出した [11]．

(4ut − 6uux − uxxx)x − 3uyy = 0 (2.42)

これを Kadomtsev-Petviashvili 方程式 (KP方程式) という．(2.42)に u = 2(log τ)xx を代入して，
前節と同様の計算を行うと，次の双線形方程式が得られる．

(D4
x − 4DxDt + 3D2

y)τ · τ = 0 (2.43)
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この方程式に対しても，Hirotaの方法を適用することができる [24, 2]．まずは τ = 1+εf1+ε2f2+· · ·
を代入して整理すると，

O(ε) : (∂4
x − 4∂x∂t + 3∂3

y)f1 = 0 (2.44)

O(ε2) : 2(∂4
x − 4∂x∂t + 3∂3

y)f2 = −2(D4
X − 4DxDt + 3D2

y)f1 · f1 (2.45)

O(ε3) : 2(∂4
x − 4∂x∂t + 3∂3

y)f3 = −(D4
X − 4DxDt + 3D2

y)f1 · f2 (2.46)

...

2ソリトン解を求めるために，

f1 = eη1+η2 , ηi = Pix+Qiy +Rit (i = 1, 2) (2.47)

という形を仮定する．(2.44)より

P 4
i − PiRi + 3Q2

i = 0 (i = 1, 2) (2.48)

が得られる．次に (2.45)より

2(∂4
x − 4∂x∂t + 3∂3

y)f2 = −2(D4
X − 4DxDt + 3D2

y)e
η1 · eη2

= −2[(P1 − P2)
4 − 4(P1 − P2)(R1 −R2) + 3(Q1 −Q2)

2]eη1+η2 (2.49)

であるので，f2 = A12e
η1+η2 とおくと

A12 =
(P1 − P2)

4 − 4(P1 − P2)(R1 −R2) + 3(Q1 −Q2)
2

(P1 + P2)4 − 4(P1 + P2)(R1 +R2) + 3(Q1 +Q2)2
(2.50)

が得られる．さらに，前節の議論と同様に，この場合は f3 = f4 = · · · = 0 とすることができる．
今得られたA12の形 (2.50)はやや複雑であるが，うまい変数変換を行うと簡潔な形にすること

ができる．

命題 2.2 (Oishi [21]). 変数変換

Pi = pi − qi, Qi = p2i − q2i , Ri = p3i − q3i (2.51)

を用いれば，(2.48)は恒等的に満たされる．さらに，(2.50)のA12は次の形に表される．

A12 =
(p1 − p2)(q1 − q2)

(p1 − q2)(q1 − p2)
(2.52)

このパラメータを用いると，2ソリトン解は次のように，より簡単な形に整理される．

τ2 = 1 + eη1−ξ1 + eη2−ξ2 +A12e
η1+η2−ξ1−ξ2 ,

ηi = pix+ p2i y + p3i t, ξ = qix+ q2i y + q3i , A12 =
(p1 − p2)(q1 − q2)

(p1 − q2)(q1 − p2)
.

(2.53)

2ソリトン解 (2.53)は，行列式を用いて表すことができる．

命題 2.3. τ2 ≎
∣∣∣∣∣eη1 + eξ1 p1e

η1 + q1e
ξ1

eη2 + eξ2 p2e
η2 + q2e

ξ2

∣∣∣∣∣
ここで，記号 “≎” は「自明な乗法因子を除いて等しい」ということ意味する．今の場合，ある

τ が双線形方程式の解ならば，τ ′ = eητ , η = Px + Qy + Rtも τ と同じ解を与える．すなわち，
(log τ)xx = (log τ ′)xx である．このことを，τ ′ ≎ τ と表す．
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命題 2.3の証明. 行列式を展開すると，∣∣∣∣∣eη1 + eξ1 p1e
η1 + q2e

ξ1

eη2 + eξ2 p2e
η2 + q2e

ξ2

∣∣∣∣∣ = (eη1 + eξ1)(p2e
η2 + q2e

ξ2)− (eη2 + eξ2)(p1e
η1 + q2e

ξ1)

= (p2 − p1)e
η1+η2 + (q2 − p1)e

η1+ξ2 + (p2 − q1)e
η2+ξ1 + (q2 − q1)e

ξ1+ξ2

= (q2 − q1)e
ξ1+ξ2

(
1 +

q2 − p1
q2 − q1

eη1−ξ1 +
p2 − q1
q2 − q1

eη2−ξ2 +
p2 − p1
q2 − q1

eη1+η2−ξ1−ξ2

)
≎ 1 +

q2 − p1
q2 − q1

eη1−ξ1 +
p2 − q1
q2 − q1

eη2−ξ2 +
p2 − p1
q2 − q1

eη1+η2−ξ1−ξ2 (2.54)

となる．ここで

η + log(q2 − q1) = η̃1 (2.55)

とおき，改めて η̃1を η1とおくことを η1 + log(q2 − q1) = η̃1 → η1と書くことにする．同様に

η2 + log(p2 − p1) = η̃2 → η2,

ξ1 + log(q2 − q1) = ξ̃1 → ξ1,

ξ2 + log(q2 − q1) = ξ̃2 → ξ2

(2.56)

とする．こうすれば，

(2.54) = 1 + eη1−ξ1 + eη2−ξ2 +
p2 − p1
q2 − q1

· (q2 − q1)
2

(q2 − p1)(p2 − q1)
eη1+η2−ξ1−ξ2

= 1 + eη1−ξ1 + eη2−ξ2 +
(p1 − p2)(q1 − q2)

(p1 − q2)(q1 − p2)
eη1+η2−ξ1−ξ2 (2.57)

となり，(2.53)と一致する．

命題 2.3の行列式表示は，

τ2 =

∣∣∣∣∣eη1 + eξ1 ∂x(e
η1 + eξ1)

eη2 + eξ2 ∂x(e
η2 + eξ2)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣f1 ∂xf1

f2 ∂xf2

∣∣∣∣∣ (2.58)

という，Wronski行列式の形をしている．さらに，成分 fi (i = 1, 2) は，

∂yfi = ∂2
xfi, ∂tfi = ∂3

xfi (2.59)

と満たしている．そこで，

τ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 ∂xf1 · · · ∂N−1

x f1

f2 ∂xf2 · · · ∂N−1
x f2

...
...

. . .
...

fN ∂xfN · · · ∂N−1
x fN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.60)

と一般化したくなる．実際に次の定理が成立する．

定理 2.1. (2.60) の τ = τ(x, y, t) において，行列式の成分の fi(x, y, t) (i = 1, 2, . . . , N) が (2.59)

を満たすならば，τ は (2.43)を満たす．

証明のポイントは，次の 2つである．

ポイント 1: (τ の微分) = (列がシフトした行列式の和)

または (列をシフトした行列式) = (ある微分作用素)×τ

13



ポイント 2: (双線形方程式) = (行列式の 2次の恒等式 (Plücker関係式))

これらを順に説明していく．

ポイント 1: (列をシフトした行列式) = (ある微分作用素)×τ

まず，(2.60)の τ を表すために，次の略記法を導入しておく (Freeman-Nimmoの記号)．

τ = |0,1, · · · ,N − 1|, j =

∂
j
xf1
...

∂j
xfN

 (2.61)

この記法を用いると，τ の微分は以下のように表される．

∂xτ = |1,1, · · · ,N − 1|+ |0,2,2, · · · ,N − 1|+ · · ·+ |0,1, · · · ,N − 2,N |
= |0,1, · · · ,N − 2,N |,

∂2
xτ = |0,1, · · · ,N − 3,N − 1,N |+ |0,1, · · · ,N − 3,N − 2,N + 1|,
∂yτ = −|0,1, · · · ,N − 3,N − 1,N |+ |0,1, · · · ,N − 3,N − 2,N + 1|.

(2.62)

(2.62) より，

|0,1, · · · ,N − 3,N − 2,N + 1| = 1

2
(∂2

x + ∂y)τ,

|0,1, · · · ,N − 3,N − 1,N | = 1

2
(∂2

x − ∂y)τ

(2.63)

が得られる．さらに，

∂3
xτ = |0,1, · · · ,N − 4,N − 2,N − 1,N |

+ 2|0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 1,N + 1|
+ |0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 1,N + 2|,

∂x∂yτ = − |0,1, · · · ,N − 4,N − 2,N − 1,N |
+ |0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 2,N + 1|,

∂tτ = |0,1, · · · ,N − 4,N − 2,N − 1,N |
− |0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 1,N + 1|
+ |0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 2,N + 2|

(2.64)

により，次が得られる．

|0,1, · · · ,N − 4,N − 2,N − 1,N | =
(
1

6
∂3
x −

1

2
∂x∂y +

1

3
∂t

)
τ,

|0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 1,N + 1| =
(
1

3
∂3
x −

1

3
∂t

)
τ,

|0,1, · · · ,N − 4,N − 3,N − 2,N + 2| =
(
1

6
∂3
x +

1

2
∂x∂y +

1

3
∂t

)
τ.

(2.65)

ここで，計算の見通しをよくするために，“Maya図形” (M. Sato [23]) という記法を導入して
おく．(2.60), (2.61) のWronski行列式を，

τ = (2.66)
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と表す．すると，微分公式 (2.62)は次のように表される:

∂xτ = ,

∂2
xτ = + ,

∂yτ = − + .

(2.67)

同様に，(2.64)は次のようになる:

∂3
xτ = + 2×

+ ,

∂x∂yτ = − + ,

∂tτ = −

+ .

(2.68)

さらに，

A = |0, · · · ,N − 5,N − 3,N − 2,N − 1,N | = ,

B = |0, · · · ,N − 5,N − 4,N − 3,N ,N + 1| = ,

C = |0, · · · ,N − 5,N − 4,N − 3,N − 1,N + 2| = ,

D = |0, · · · ,N − 5,N − 4,N − 2,N − 1,N + 1| = ,

E = |0, · · · ,N − 5,N − 4,N − 3,N − 2,N + 3| = ,

(2.69)

とすると，ここまでと同様にして，
∂4
xτ = A+ 2B + 3C + 3D + E,

∂2
x∂yτ = −A+ C −D + E,

∂x∂tτ = A− 2B +E,

∂2
yτ = A+ 2B − C −D + E

(2.70)

が得られる．
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注 2.4. 上の A ∼ E を “(微分作用素)×τ” の形で表すには，新たな独立変数 zを ∂zfi = ∂4
xfi で

導入する必要がある．

以上を用いると，双線形形式でのKP方程式 (2.43) を，列がシフトした行列式に対する関係式
に書き直すことができる．

(2.43) ⇔
(
τxxxxτ − 4τxxxτx + 3τ2xx

)
− 4 (τxtτ − τxτt) + 3

(
τyyτ − τ2y

)
= 0

⇔ |0, . . . ,N − 3,N − 2,N − 1| × |0, . . . ,N − 3,N ,N + 1|
−|0, . . . ,N − 3,N − 2,N | × |0, . . . ,N − 3,N − 1,N + 1|
+|0, . . . ,N − 3,N − 2,N + 1| × |0, . . . ,N − 3,N − 1,N | = 0 (2.71)

(2.71)をMaya図形を用いて表すと，次のようになる．

×

− ×

+ × = 0

(2.72)

問 2.4. (2.43) が (2.71) の形に書き換えられることを証明せよ．

次に，これが行列式の恒等式 (Plücker関係式) であることを示そう．

ポイント 2: (双線形方程式) = (行列式の 2次の恒等式 (Plücker関係式))

まずは準備として，行列式の Laplace展開を導入しておく．

命題 2.4. N 次正方行列 A = (aij)1≤i,j≤N に対して，

|A|i1 ··· ik
j1 ··· jk = Aから i1行，i2行，· · ·，ik行，

j1列，j2列，· · ·，jk列を選んでつくった k × k小行列式 (2.73)

とする．1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ N を満たす．i1, · · · , ikを固定すると，次が成立する:

detA = σ1≤i1<···<ik≤N |A|i1 ··· ik
j1 ··· jk × |A|ik+1 ··· iN

jk+1 ··· jN × (−1)i1+···+ik+j1+···+jk (2.74)

ただし，ik+1, . . . , iN は 1, . . . , N から i1, . . . , iK を取り去った残りのN − k個の数を小さい順に
並べたものである．jk+1, . . . , jN についても同様である．

命題 2.4の証明については，適当な線形代数の本を参照していただきたい (例えば [10, 22])．

命題 2.5.∣∣∣∣∣ 0, 1, · · · , N − 3 ∅ N − 1, N , N + 1

∅ 0, 1, · · · , N − 3, N − 2 N − 1, N , N + 1

∣∣∣∣∣ = 0 (2.75)

ここで，記号 ∅の部分の成分は全て 0であるものとする．
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命題 2.5の証明.

左辺 =

∣∣∣∣∣ 0, 1, · · · , N − 3 ∅ N − 1, N , N + 1

0, −1, · · · , −(N − 3) 0, 1, · · · , N − 3, N − 2 ∅

∣∣∣∣∣
(第 (N + k)行から第 k行を引いた (k = 1, 2, . . . , N))

=

∣∣∣∣∣ 0, 1, · · · , N − 3 ∅ N − 1, N , N + 1

∅ 0, 1, · · · , N − 3, N − 2 ∅

∣∣∣∣∣ (2.76)

(第 k列に第 (N − 2) + k列を加えた (k = 1, 2, . . . , N − 2))

(2.76)を Laplace展開する．k = N , i1 = 1, . . . , iN = N として (2.74)を適用すると，(2.76)の下
のブロックの ∅列の本数は (N +1)本なので，展開して現れる下のブロックからの因子は全て 0と
なる．

定理 2.1の証明. 命題 2.5の証明では，行列式に基本変形を施してから Laplace展開を行い，0で
あることを示した．(2.75)の左辺を直接 Laplace展開することで，

|0, · · · ,N − 3,N ,N + 1| × |0, · · · ,N − 3,N − 2,N − 1|
− |0, · · · ,N − 3,N − 1| × |0, · · · ,N − 3,N − 2,N |
+ |0, · · · ,N − 3,N − 1,N | × |0, · · · ,N − 3,N − 2,N + 1| = 0 (2.77)

が得られる．これと (2.71)とにより，定理 2.1が証明されたことになる．

注 2.5. (2.75)の左辺において，右の 4列の取り方はどうでもよい．右 3列のブロックの列数も 3

以上であればなんでもよい．すなわち，Plücker関係式は無数に存在する．(実は，行列式の二次
恒等式はこれで全て尽くされる．)

注 2.6. KP方程式の独立変数は x, y, tの 3つのみだが，関係式

∂x1fi = ∂tjfi (i = 1, 2, 3, . . .) (2.78)

を満たすように無限個の独立変数 t1, t2, t3, . . . を導入することができる (x = t1, y = t2, t = t3)．
こうすれば，τ の列を任意にシフトしてつくられる行列式は，τ に対して，ある微分作用素を作用
させることで得られる [2]．

注 2.7. 注 2.5，注 2.6により，

無限個の Plücker関係式 ↔ τ に関する無限個の微分方程式の系列
(実は全て双線形方程式となる．)

こうして得られる無限個の微分方程式の系列が，“KP階層” (KP hierarchy)である [18, 23, 26]．

2.3 KdV方程式，mKdV方程式への簡約 (reduction)

前節では，双線形形式のKP方程式 (2.43)に対して，N 次のWronski行列式で表される解を構
成した．KP方程式 (2.43)において y = t2 に対する依存性を落とせば，(双線形形式の) KdV方
程式 (2.20)が得られる．しかし，(2.43)を満たす τ(x, y, t)に対して，単に「y =定数」とおくだ
けでは，KdV方程式の解は得られない．そこで，「解のレベルで，どのようにしてこの制限を実現
するか」という問題を考えてみよう．
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行列式解

τ =

 f1 · · · ∂N−1
x f1

...
. . .

...

fN · · · ∂N−1
x fN

 (2.79)

において，成分に対する線形微分方程式

∂tjfi = ∂j
t1
fi (i = 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , N) (2.80)

を満たす例として，

fi = eηi + eξi , ηi = pit1 + p2i t2 + p3i t3, ξi = qit1 + q2i t2 + q3i t3 (2.81)

を考える．このとき，単に「t2 = 定数」とおくだけでは，前節で議論したような微分公式 (例え
ば (2.62)の第 3式) が成立しなくなる．そこで，∂t2τ = 0とするのではなく，解のパラメータに制
限をおくことで，

D2
t2τ · τ = 2(τt2t2τ − τ2t2) = 0 (2.82)

となるようにすることを考える (“2-reduction”)．(2.82)となるための 1つの十分条件として，

∂t2τ = (定数)× τ (2.83)

が挙げられる．上の (2.81)の場合には，

∂t2fi = p2i e
ηi + q2i e

ξi (2.84)

であるので，qi = −pi (i = 1, 2, . . . , N) とすれば，(2.83) が満足される．
同様に，自然数 lに対して pli = qli (i = 1, 2, . . . , N) となるようにすれば，τ に対しては ∂tlτ =

(定数) × τ となり，非線形方程式の tl, t2l, t3l, . . . に対する依存性を落とすことができる (“l-

reduction”)．
KP方程式 (2.42)の “2-reduction” によって得られるKdV方程式は

4ut − 6uux − uxxx = 0 (2.85)

という形であり，(2.1)とは係数が異なる．(2.85)に対応する双線形形式は，u = 2(log τ)xx とお
くことにより

(D4
x − 4DxDt)τ · τ = 0 (2.86)

であることが分かる．これを満たす τ の例としては，

τ =

∣∣∣∣∣∣∣
f (1) ∂xf

(1) · · · ∂N−1
x f (1)

...
...

. . .
...

f (N) ∂xf
(N) · · · ∂N−1

x f (N)

∣∣∣∣∣∣∣ , f (i) = αie
ηi + βe−ηi , ηi = pix+ p3i t (2.87)

という行列式解があることは，既に証明済みである．

注 2.8. 方程式 (2.85)の係数を (2.1)に合わせるために，(2.85)で t = −4t′とおくと，

∂t =
∂

∂t′
· ∂t

′

∂t
= −1

4
∂t′ (2.88)

より，

ut′ + 6uux + uxxx = 0 (2.89)

が得られる．これで t′を改めて tとおけばよい．このとき ηi = pix− 4p3i t である．
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次に，mKdV方程式
4vt − 6v2vx + vxxx = 0 (2.90)

を考えよう．((2.2)とは係数が異なる．)

命題 2.6. 自然数 nに対して，τn = τn(x, t) を

τn =

∣∣∣∣∣∣∣
f (1)
n · · · ∂N−1

x f (1)
n

...
. . .

...

f (N)
n · · · ∂N−1

x f (N)
n

∣∣∣∣∣∣∣ (2.91)

で定める．行列式の成分 f (i)
n (i = 1, 2, . . . , N) が

f (i)
n = αip

n
i e

ηi + βi(−pi)
ne−ηi , ηi = pix+ p3i t (2.92)

を満たすならば，τn は次の双線形方程式の解となる．

D2
xτn+1 · τn = 0, (D3

x − 4Dt)τn+1 · τn = 0 (2.93)

命題 2.7. τn, τn+1 が，双線形方程式 (2.93) を満たすならば，

v =
∂

∂x
log

τn+1

τn
(2.94)

で定められる vはmKdV方程式 (2.90)の解となる．

命題 2.6の証明は後回しにして，まずは命題 2.7を証明しよう．

命題 2.7の証明. ρ = ρ(x, t), ϕ = ϕ(x, t) を

ρ = log τn+1τn, ϕ = log
τn+1

τn
(2.95)

によって定める．このとき，(2.93)を τn+1τnで割ると，

ρxx + ϕ2
x = 0, ϕxxx + 3ϕxρxx + ϕ3

x − 4ϕt = 0 (2.96)

が，それぞれ得られる．この両式より ρを消去すると

4ϕt − 2ϕ3
x + ϕxxx = 0 (potential mKdV方程式) (2.97)

となるので，v = ϕx =
∂

∂x
log

τn+1

τn
が (2.90)を満たすことが示される．

注 2.9. τn, τn+1 はともにKdV方程式の τ 関数である．すなわち，τn, τn+1 はどちらも双線形方
程式 (2.20)を満たす．

注 2.10. τn+2 ≎ τn が成立する．実際，

f
(i)
n+2 = αip

n+2
i eηi + βi(−pi)

n+2e−ηi = p2i f
(i)
n (2.98)

なので，τn+2 = (p21 · · · p2N )τn である．
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注 2.11. (2.93)の第 1式はMiura変換を与える．(2.93)の第 1式を τn+1τnで割ると，

ρxx + ϕ2
x = (log τn+1τn)xx +

{(
log

τn+1

τn

)
x

}2

= 2(log τn)xx +

(
log

τn+1

τn

)
+

{(
log

τn+1

τn

)}
= u+ vx + v2 = 0 (2.99)

となり，(2.3)が得られる．

命題 2.6の証明. まずは (2.92)を拡張して，

f (i)
n = αip

n
i e

ηi + βiq
n
i e

ξi , ηi = pix+ p2i y + p3i t, ξi = qix+ q2i y + q3i t (2.100)

として考える．Freeman-Nimmoの記法を用いると，

τn = |0,1, · · · ,N − 2,N − 1|, τn+1 = |1,2, · · · ,N − 1,N | (2.101)

である．ここで微分公式を思い出しておこう．

∂xτn = |0,1, · · · ,N − 2,N |,
∂xτn+1 = |1,2, · · · ,N − 1,N + 1|

1

2
(∂2

x + ∂y)τn = |0,1, · · · ,N − 3,N − 2,N + 1|,
1

2
(∂2

x + ∂y)τn+1 = |1,2, · · · ,N − 2,N − 1,N + 2|,
1

2
(∂2

x − ∂y)τn = |0,1, · · · ,N − 3,N − 2,N |,
1

2
(∂2

x − ∂y)τn+1 = |1,2, · · · ,N − 2,N ,N + 1|.

(2.102)

2.2節での議論と同様に，恒等的に 0である行列式∣∣∣∣∣ 0, 1, · · · , N − 2 ∅ N − 1, N , N + 1

∅ 1, 2, · · · , N − 2 N − 1, N , N + 1

∣∣∣∣∣ = 0 (2.103)

に対して Laplace展開を適用することで，

|0,1, · · · ,N − 2,N − 1| × |1, · · · ,N − 2,N ,N + 1|
− |0,1, · · · ,N − 2,N | × |1, · · · ,N − 2,N − 1,N + 1|
+ |0,1, · · · ,N − 2,N + 1| × |1, · · · ,N − 2,N − 1,N | = 0 (2.104)

が得られ，さらに微分公式を適用することで，

(2.104) の左辺 = τn × 1

2
(∂2

x − ∂y)τn+1 − ∂xτn × ∂xτn+1 +
1

2
(∂2

x + ∂y)τn × τn+1

=
1

2
(∂2

xτn+1τn − 2∂xτn+1 × ∂xτn + τn+1 × ∂2
xτn)−

1

2
(∂yτn+1 × τn − τn+1 × ∂yτn)

=
1

2
(D2

x −Dy)τn+1 · τn (2.105)

と書き換えられる．こうして
(D2

x −Dy)τn+1 · τn = 0 (2.106)
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という双線形形式が得られ，さらにパラメータを qi = −pi (i = 1, 2, . . . , N) と特殊化すると，
“2-reduction” の条件

Dyτn+1 · τn = 0 (2.107)

を満たすことになり，これを (2.106)に適用することで (2.93)の第 1式が得られる．(2.93)の第 2

式についても，同様の手法で示すことができる (→ 問 2.5)．

問 2.5 (難). 上の議論と同様にして

(D3
x − 4Dt + 3DxDy)τn+1 · τn = 0 (2.108)

を示し，2-reductionを施すことで (2.93)の第 2式を導け．

2.4 “Focusing” mKdV方程式

Modified KdV 方程式は，非線形項の符号によって “focusing”, “defocusing” と区別されるとき
がある:2

Defocusing mKdV方程式 : 4vt + 6v2vx − vxxx = 0, (2.109)

Focusing mKdV方程式 : 4wt − 6w2wx − wxxx = 0. (2.110)

両者は変換 w = ±
√
−1vで結びつく．このとき，w ∈ R であるなら v ∈

√
−1R となる．解の幾

何学的、物理学的意味を考える際には，このような “実数条件 (reality condition)” に対する考察
が避けられない．

注 2.12. スケール変換で各係数の比は変えられる．ただし，非線形の符号は変えられない．この
ことを見るために，v = αw, t = βt′, x = γx′ とおく．すると，

∂t =
∂

∂t′
∂t′

∂t
=

1

β
∂t′ , ∂x =

1

γ
∂x′ (2.111)

であり，(2.109)に代入すると，

4wt′ + 6
α2β

γ
w2wx′ − β

γ3
wx′x′x′ (2.112)

が得られる．これと (2.110)とを比較すると，

α2β

γ
= A,

β

γ3
= B ⇒ A = α2γ2B (2.113)

となり，α, γ ∈ Rである限り，符号を変えることはできない．

命題 2.6の行列式解において，(2.92)のパラメータ αi, βi, pi を実数に選ぶと v ∈ Rとなり，
“Defocusing mKdV” (2.110)の解となる．“Focusing mKdV” (2.110)の解を作るにはどうすれば

良いのだろうか？ すなわち，w =
1√
−1

v, v ∈
√
−1R とするにはどうすればよいか？

命題 2.8 (ソリトン解に対する実数条件). 命題 2.6の行列式解において，(2.92)のパラメータ αi,

βi, pi が
αi, pi ∈ R, βi ∈

√
−1R (2.114)

を満たすとき，次のようになる．

τ1 ≎ τ∗0 , v =
∂

∂x
log

τ1
τ0

∈
√
−1R (2.115)

2非線形シュレディンガー方程式における用語の転用
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証明. 上の条件の下で，次が成り立つ:

(2.92)の f
(i)
n+1 = αip

n+1
i eηi + βi(−pi)

n+1e−ηi

= pi(αip
n
i e

ηi − βi(−pi)
ne−ηi)

= pi(αip
n
i e

ηi + βi(−pi)
ne−ηi)∗ = pi(f

(i)
n )∗. (2.116)

よって，
τn+1 = (p1 · · · pN )τ∗n (2.117)

が成立する．

第 1章で導出した，曲率 κが満たすmKdV方程式 (1.39) と係数を合わせるために，(2.110)に
おいて

w = ακ, t = βt′, x = γx′ (2.118)

とすれば，

κt′ −
3

2
· α

2β

γ
κκx′ − β

4γ3
= 0 (2.119)

が得られるので，(1.39)と比較して，

α2β

γ
= −1,

β

4γ3
= −1, (2.120)

よって，

α =
1

2
, β = −4, γ = 1, κ = 2w, t → −4t (2.121)

とすればよい．以上をまとめると，曲率 κが満たすmKdV方程式 (1.39)に対して，

κ =
2√
−1

∂

∂x
log

τ0
τ∗0

, τ0 =


f
(1)
0 · · · ∂N−1

x f
(1)
0

...
. . .

...

f
(N)
0 · · · ∂N−1

x f
(N)
0

 ,

f (i)
n = αip

n
i e

ηi + βi(−pi)
ne−ηi , ηi = pix− 4p3i t, αi, pi ∈ R, βi ∈

√
−1R

(2.122)

とすることでN ソリトン解を構成することができる．

命題 2.9 (ブリーザー解). 行列式のサイズをN = 2M として，偶数次の行列式を考える．

τ (2M)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

f (2k−1)
n · · · ∂2M−1

x f (2k−1)
n

f (2k)
n · · · ∂2M−1

x f (2k)
n

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.123)

行列式の成分 f (i)
n の形は，(2.122)と同様に

f (i)
n = αip

n
i e

ηi + βi(−pi)
ne−ηi , ηi = pix− 4p3i t (2.124)

と選ぶことにする．(2.122)とは違う条件

pi, αi, βi ∈ C, p2k = p∗2k−1, α2k = α∗
2k−1, β2k = −β∗

2k−1 (2.125)

と選んでも，“実数条件” τ
(2M)
n+1 ≎ (τ (2M)

n )∗ が成立する．
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証明. 条件 (2.125)の下では，

f
(2k)
n+1 = α2kp

n+1
2k eη2k + β2k(−p2k)

n+1e−η2k

= α∗
2k−1p

∗
2k−1(p

∗
2k−1)

neη
∗
2k−1 + (−β∗

2k−1)(−p∗2k−1)(−p∗2k−1)
ne−η∗2k−1

= p∗2k−1(f
(2k−1)
n )∗ (2.126)

が成り立つ．同様にして f
(2k−1)
n+1 = p∗2k(f

2k
n )∗ が示されるので，

τ
(2M)
n+1 = (p∗1p

∗
2 · · · p∗2M−1p

∗
2M )(τ2Mn )∗ × (−1)M

= |p2p4 · · · p2M |2(−1)M (τ (2M)
n )∗ (∵ p∗1 = p2)

(2.127)

すなわち，τ
(2M)
n+1 ≎ (τ (2M)

n )∗ である．

問 2.6. Focusing mKdV方程式の 2-ソリトン解と 1-ブリーザー解のグラフを描け．
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第3章 平面曲線の明示公式

この章では，前章で定義した τ 関数を用いて，連続曲線の明示公式を与える．第 1章と同様に，
平面曲線

γ =

[
X(x, t)

Y (x, t)

]
(3.1)

に対し，Frenet標構 Φ を

Φ = [T,N ] ∈ SO(2,R) (3.2)

で定める．ただし，

T = γx =

[
cos θ

sin θ

]
, N = R

(π
2

)
T (3.3)

は，それぞれ接ベクトル，単位法ベクトルである．曲線の時間発展は，Lax対

∂Φ

∂x
= Φ

[
0 −κ

κ 0

]
,

∂Φ

∂t
= Φ

 0 κxx +
κ3

2

−
(
κxx +

κ3

2

)
0

 (3.4)

によって記述され，その両立条件から

κt +
3

2
κ2κx + κxxx = 0, θt +

1

2
(θx)

3 + θxxx = 0, κ = θx (3.5)

が得られるのであった．

定理 3.1 (連続曲線の明示公式). (i) τ は次の双線形方程式を満たすものとする．

1

2
DxDyτ · τ = −(τ∗)2, D2

xτ · τ∗ = 0, (D3
x +Dt)τ · τ∗ = 0. (3.6)

(第 1式で，新たな独立変数 yを導入していることに注意せよ．) このとき，γ, κ, θは，τ 関
数を用いて，以下のように書ける．

γ =

[
X

Y

]
=

 −1

2
(log ττ∗)y

2√
−1

(
log

τ

τ∗

)
y

 , κ =
2√
−1

∂

∂s
log

τ

τ∗
, θ =

2√
−1

log
τ

τ∗
. (3.7)

(ii) (i)の τ 関数は次のようにして構成できる．

τ = e−xy

∣∣∣∣∣∣∣∣
f (1)
n f

(1)
n+1 · · · f

(1)
n+N−1

...
...

. . .
...

f (N)
n f

(N)
n+1 · · · f

(N)
n+N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.8)

ただし，

f (i)
n = αip

n
i e

ηi + βi(−pi)
neξi , ηi = pix− 4pi

3t+
1

pi
y, ξi = −pix+ 4pi

3t− 1

pi
.y (3.9)

であり，パラメータ αi, βi, pi は次のどちらかの条件を満たすように選ぶ:
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[N-ソリトン解] αi, pi ∈ R, βi ∈
√
−1R

[M-ブリーザー解] N = 2M , αi, pi, βi ∈ C, p2k = p∗2k−1, α2k = α∗
2k−1, β2k = −β∗

2k−1

証明. (i) まずは，T = γxが満たすべき式を求める．Frenetの公式 ((3.4)第 1式)の第 1列より

∂T

∂x
= κN = κR

(π
2

)
T =

[
0 −κ

κ 0

]
T (3.10)

一方，変形を記述する式 ((3.4)第 2式)の第 1列より

∂T

∂t
= −

(
κxx+

κ3

2

)
R
(π
2

)
T =

 0 κxx +
κ3

2

−
(
κxx +

κ3

2

)
0

T (3.11)

これらは，T = γx =

[
cos θ

sin θ

]
と表されることと，θが potential mKdV方程式を満たすこと

から従う．実際，

∂T

∂x
=

[
−θx sin θ

θx cos θ

]
= κ

[
0 −1

1 0

][
cos θ

sin θ

]
, (3.12)

∂T

∂t
= θt

[
0 −1

1 0

][
cos θ

sin θ

]
= −

(
θ3x
2

+ θxxx

)[
0 −1

1 0

][
cos θ

sin θ

]
(3.13)

であり，(3.10), (3.11) が成り立つことが示された．前章でmKdV方程式の解を求めたので，

T =

[
cos θ

sin θ

]
(3.14)

が言えればよい．(3.7)の第 1式のX を xで微分すると，

Xx = −1

2
(log ττ∗)xy = −1

2

[
DxDyτ · τ

2τ2
+

DxDyτ
∗ · τ∗

2(τ∗)2

]
=

1

2

[
(τ∗)2

τ2
+

τ2

(τ∗)2

]
(3.15)

となるが，(3.7)の第 3式より
τ

τ∗
= exp

(√
−1

2
θ

)
なので，

Xx =
1

2
(e

√
−1θ + e−

√
−1θ) = cos θ. (3.16)

同様に

Yx =
1

2
√
−1

(
log

τ

τ∗

)
xy

=
1

2
√
−1

[
−(τ∗)2

τ2
+

τ2

(τ∗)2

]
=

1

2
√
−1

(e
√
−1θ − e−

√
−1θ) = sin θ.

(3.17)

故に (3.14)が得られた．

(ii) (3.6)の 3つの双線形形式のうち，ここでは第 1のもののみ導く．(他の 2つも同様にして証
明できる．)

f (i)
n = αip

n
i e

pix−4p3i t+
1
pi

y
+ βi(−pi)

ne
−pix+4p3i t−

1
pi

y
(3.18)

より

∂xf
(i)
n = f

(i)
n+1, ∂yf

(i)
n = f

(i)
n−1. (3.19)
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であるので，

σn := det
[
f
(i)
n+i−1

]
1≤i,j≤N

= |0, 1, · · · , N − 2, N − 1| (3.20)

とすると
σn−1 = |−1, 0, · · · , N − 2| ,
σn+1 = |1, · · · , N − 2, N − 1, N | ,
∂yσn = |−1, 1, · · · , N − 2, N − 1| ,
∂xσn = |0, 1, · · · , N − 2, N | ,

(∂x∂yσn − 1)σ = |−1, 1, · · · , N − 2, N − 1|

(3.21)

となる．ここで，

0 =

∣∣∣∣∣ −1 0, 1, · · · , N − 2 ∅ N − 1 N

−1 ∅ 1, · · · , N − 2 N − 1 N

∣∣∣∣∣ (3.22)

の右辺を Laplace展開して微分公式 (3.21)を用いると，

0 = |−1, 0, · · · , N − 2| × |1, · · · , N − 2, N − 1, N |
+ |0, · · · , N − 2, N − 1| × |−1, 1, · · · , N − 2, N |
− |0, · · · , N − 2, N | × |−1, 1, · · · , N − 2, N − 1|

= σn−1σn+1 + σn · (∂x∂y − 1)σn − ∂xσn · ∂yσn

=
1

2
DxDyσn · σn + σn−1σn+1 − σ2

n (3.23)

という双線形形式が得られる (2次元戸田方程式)．さらに σn = exyτn とおくと，

1
2DxDyσn · σn

σ2
n

= (log σn)xy = (log exyτn)xy = 1 + (log τn)xy = 1 +
1
2DxDyτn · τn

τ2n
(3.24)

であるので，(3.23)に代入して整理すると，

1

2
DxDyτn · τn = τn+1τn−1 (3.25)

が得られる．ここで，前節で示したように，上述の条件をパラメータにおくと，実数条件

τn+1 = cτ∗n, が満たされる．このとき τn−1 =
1

c
τ∗n であり，

τn+1τn−1 = (τ∗)2 (3.26)

となるので，(3.25)に代入すれば (3.6)の第 1式が得られる．

注 3.1. (3.7)の第 1式は，次のように書き換えることができる:

γ =

[
−Re(log τ∗)y

−Im(log τ∗)y

]
. (3.27)

このことから，γ ∈ R2 ≃ C とと見なすとき，γ = −(log τ∗)y と表される．

問 3.1. 計算機 (Mathematica, Maple, Maxima 等) を用いて，2-ソリトン解と 1-ブリーザー解に
対応する曲線のグラフを描け．
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第4章 平面離散曲線の等周変形

4.1 離散平面曲線とは

滑らかな曲線を離散化するとは，I ⊂ RからRnへの滑らかな写像の離散化を定義することで
ある．ここでの離散という意味は，写像がRの区間で定義されているのではなく，その区間に含
まれるばらばらの点で定義されているということである．このことを念頭において話を進めよう．
写像

γ : Z −→ R2

∈ ∈

n 7−→ γn

(4.1)

が任意の nに対して det(γn+1 − γn, γn − γn−1) ̸= 0をみたすとき，すなわちどの連続する 3点
γn+1, γn, γn−1も同一直線上にないとき，正則な離散平面曲線，あるいは単に離散平面曲線であ
るという [6, 15, 16]．連続系においては弧長径数が大切だったから，その離散的類似として，“孤
長” を an = |γn+1 − γn| の和として定める．さらに，2直線 γn+1γn, γnγn−1 のなす角を Kn とす
る (図 4.1)．

図 4.1: 離散平面曲線

第 1章の “Frenetの公式” (1.23) の離散類似を作るために，離散版の “接ベクトル” と “法ベク
トル” を定義しよう．

定義 4.1 (離散接ベクトルと離散法ベクトル). 接ベクトル Tn, 法ベクトル Nn を，

Tn :=
γn+1 − γn

an
=

[
cosΨn

sinΨn

]
, Nn := R

(π
2

)
Tn =

[
− sinΨn

cosΨn

]
, (4.2)

によって定める．ただしΨnは角関数である (図 4.2)．

図 4.1のKnと，図 4.2のΨnとの間には，次の関係がある:

Kn = Ψn −Ψn−1. (4.3)

連続平面曲線と同様にして，離散平面曲線における Frenetの公式を導出する．まず，図 4.1よ
り，次が成り立つことを注意する．

γn+1 − γn
an

= R(Kn)
γn − γn−1

an−1
(4.4)
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図 4.2: 離散接ベクトル Tn, 離散法ベクトルNn, 角変数Ψn

ただし，

R(Kn) =

[
cosKn − sinKn

sinKn cosKn

]
. (4.5)

である．Tn, Nn を用いて表すと，

Tn = R(Kn)Tn−1, Nn = R(Kn)Nn−1 (4.6)

となる．さらに，Frenet標構を

Φn = [Tn, Nn] =

[
cosΨn − sinΨn

sinΨn cosΨn

]
(4.7)

によって定めれば，Φnは SO(2;R)値の関数となり，

Φn+1 = R(Kn+1)Φn = ΦnR(Kn+1) = Φn

[
cosKn+1 − sinKn+1

sinKn+1 cosKn+1

]
(4.8)

が成り立つ．これが，離散版の Frenetの公式である．さらに，成分の比較により，

Tn+1 = Tn cosKn+1 +Nn sinKn+1, Nn+1 = −Tn sinKn+1 +Nn cosKn+1 (4.9)

とも表される．

4.2 離散等周変形と離散mKdV方程式

離散的時間発展を記述するために，次の記法を用いる．1

γ : Z× Z −→ R2

∈ ∈

(n,m) 7−→ γmn

(4.10)

このときmに依らず，セグメントの長さが一定であるような条件を考える．これを離散的等周変
形とよぶ: ∣∣γmn+1 − γmn

∣∣ = an, ∀m ∈ Z. (4.11)

さらに，等距離条件，つまり γmn から γm+1
n までの移動距離が nに依らない変形を考える:∣∣γm+1

n − γmn
∣∣ = bm, ∀n ∈ Z. (4.12)

ただし，平行移動は不可であるとしておく．すなわち，γmn+1, γ
m+1
n が与えられているとき，γm+1

n+1

は離散等周条件 (4.11), 等距離条件 (4.12)を満たす点であるので，
1“γm

n ” は，“γn のm乗を意味するのではない．この種の記法は，離散可積分系の研究ではよく用いられている．
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• γm+1
n を中心とする半径 anの円，

• γmn+1 を中心とする半径 bmの円，

という 2つの円の交点として与えられる 2点のどちらかであるが，「平行移動」でないほうをとる
ことにする (図 4.3)．

図 4.3: 離散等周・等距離変形

等周条件 (4.11), 等距離条件 (4.12)を満たす変形を記述する離散方程式を導出しよう．まず，条
件 (4.12)より，

∣∣γm+1
n − γmn

∣∣ /bm = 1 であり，{Tm
n , Nm

n } がR2の正規直交基底であることから，
適当なWm

n に対して

γm+1
n − γmn

bm
= Tm

n cosWm
n +Nm

n sinWm
n =

[
cosWm

n − sinWm
n

sinWm
n cosWm

n

]
Tm
n (4.13)

と表されることが分かる．これを用いて，離散接ベクトル Tm
n =

(
γmn+1 − γmn

)
/an の時間発展を

考えると，

Tm+1
n − Tm

n =
γm+1
n+1 − γm+1

n

an
−

γmn+1 − γmn
an

=
bm
an

(
γm+1
n+1 − γmn+1

bm
− γm+1

n − γmn
bm

)

=
bm
an

(
Tm
n+1 cosW

m
n+1 +Nm

n+1 sinW
m
n+1

)
− bm

an
(Tm

n cosWm
n +Nm

n sinWm
n ) (4.14)

ここに (4.9)を代入して整理すると，

γm+1
n+1 − γm+1

n

an
=

[
1 +

bm
an

(cos(Wm
n+1 +Km

n+1)− cosKm
n )

]
Tm
n

+
bm
an

(sin(Wm
n+1 +Km

n+1)− sinKm
n )Nm

n (4.15)

となり，Frenet標構で書けば

Φm+1
n = Φm

n

1 + bm
an

(cos(Wm
n+1 +Km

n+1)− cosKm
n ) −bm

an
(sin(Wm

n+1 +Km
n+1)− sinKm

n )

bm
an

(sin(Wm
n+1 +Km

n+1)− sinKm
n ) 1 +

bm
an

(cos(Wm
n+1 +Km

n+1)− cosKm
n )


(4.16)

が得られる．
以下の計算を簡略化するため，R2 ≃ C と同一視して考える:

R2 → C

∈ ∈

(x, y) 7→ x+
√
−1y

. (4.17)
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同一視 (4.17)の下で γmn , Tm
n 等をCの元とみなすと，関係式 (4.6), (4.13) はそれぞれ次のように

書き直される:

Tm
n = e

√
−1Km

n Tm
n−1, Nm

n = e
√
−1Km

n Nm
n−1, (4.18)

γm+1
n − γmn

bm
= e

√
−1Wm

n Tm
n (4.19)

(4.14)の導出と同様にして，

Tm+1
n − Tm

n =
γm+1
n+1 − γm+1

n

an
−

γmn+1 − γmn
an

=
bm
an

(
γm+1
n+1 − γmn+1

bm
− γm+1

n − γmn
bm

)
(4.19)
=

bm
an

(
e
√
−1Wm

n+1Tm
n+1 − e

√
−1Wm

n Tm
n

)
(4.18)
=

bm
an

(
e
√
−1(Wm

n+1+Km
n+1) − e

√
−1Wm

n

)
Tm
n (4.20)

これが (4.14)に対応する複素座標の式である．
以上より，次が導かれる．

命題 4.1 (Matsuura [16]). Wm
n , Km

n (m,n ∈ Z) は次の関係式を満たす:

Km+1
n −Km

n+1 = Wm
n+1 −Wm

n−1. (4.21)

tan
Wm

n+1 +Km
n+1

2
=

bm + an
bm − an

tan
Wm

n

2
, (4.22)

証明. (4.20)より

Tm+1
n =

{
1 +

bm
an

(
e
√
−1(Wm

n+1+Km
n+1) − e

√
−1Wm

n

)}
Tm
n (4.23)

であるが，
∣∣Tm+1

n

∣∣ = |Tm
n | = 1 (等周条件) なので，∣∣∣∣1 + bm

an

(
e
√
−1(Wm

n+1+Km
n+1) − e

√
−1Wm

n

)∣∣∣∣ = 1 (4.24)

が成立する．ここで簡単のために

√
−1(Wm

n+1 +Km
n+1) = A,

√
−1Wm

n = B (4.25)

とおくと，A, B ∈
√
−1Rであり，

(4.24) ⇔
[
an + bm(eA − eB)

] [
an + bm(e−A − e−B)

]
= an

2

⇔ an(e
A+B − 1) = bm(eA − eB)

⇔ eA+B = 1 +
bm
an

(eA − eB) (4.26)

(4.26)を (4.23)に用いて，
Tm+1
n = e

√
−1(Wm

n+1+Km
n+1+Wm

n )Tm
n (4.27)

となる．(4.18)と (4.27)に対して，両立条件 (Tn+1)
m+1 = (Tm+1)n+1 を考ると，

e
√
−1Km+1

n+1 e
√
−1(Wm

n+1+Km
n+1+Wm

n ) = e
√
−1(Wm

n+2+Km
n+2+Wm

n+1)e
√
−1Km

n+1 (4.28)

となるので，(4.21)が得られる．
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次に (4.22)を示そう．(4.25)の記法を用いると，

(4.22) ⇔ e
A
2 − e−

A
2

e
A
2 + e−

A
2

=
bm + an
bm − an

· e
B
2 − e−

B
2

e
B
2 + e−

B
2

⇔ an(e
A+B

2 − e
−A−B

2 ) = bm(e
A−B

2 − e−
A−B

2 ) (4.29)

⇔ (4.26)

と変形できるので，(4.22)が成り立つことが示された．

命題 4.2. あるΘm
n (m,n ∈ Z) が

tan
Θm+1

n+1 −Θm
n

4
=

bm + an
bm − an

tan
Θm+1

n −Θm
n+1

4
(4.30)

をみたすとする．このΘm
n に対して，

Ψm
n =

Θm
n+1 +Θm

n

2
, Wm

n =
Θm+1

n −Θm
n+1

2
, Km

n =
Θm

n+1 −Θm
n−1

2
(4.31)

とおくと，関係式 (4.3), および命題 4.1の (4.21), (4.22) が成立する．

注 4.1. 方程式 (4.30)を離散 potential KdV方程式 (Hirota, 1998 [4])という．

証明. (4.3), (4.21)については，(4.31)より従う．また，(4.22)に (4.31) を代入すれば，(4.30)と
一致することもすぐに確認できる．

注 4.2. (4.29)より，離散 potential mKdV方程式 (4.30)は次のように表すこともできる:

1

bm
sin

Θm+1
n+1 +Θm+1

n −Θm
n+1 −Θm

n

4
=

1

an
sin

Θm+1
n+1 −Θm+1

n +Θm
n+1 −Θm

n

4
. (4.32)

“ゲージ変換” によって符号を適切に調整すれば，広田による離散 sine-Gordon方程式 (Hirota,

1977 [5]) と一致する．

4.3 離散potential mKdV方程式の連続極限

今求めた離散 potential mKdV方程式 (4.30)の連続極限をとることで，もとの potential KdV

方程式 (2.97)になるかどうかを考える．まずは，

an = a (n によらず一定), bm = b (m によらず一定),

s

δ
= n+m, l = n−m, δ =

a+ b

2
, ε =

a− b

2

(4.33)

とおき，半離散 potential mKdV方程式を導出しよう．方程式 (4.30)に (4.33)を代入すると，

tan
Θs+2δ

l −Θs
l

4
= −δ

ε
tan

Θs+δ
l−1 −Θs+δ

l+1

4
(4.34)

であるが，変換 s 7→ s− δを行う．

tan
Θs+δ

l −Θs−δ
l

4
=

δ

ε
tan

Θs
l+1 −Θs

l−1

4
(4.35)
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が得られる．ここで，Θs±δ
l = Θl(s± δ)の Taylor展開を行うと，

(4.35) の左辺 = tan
1

4

[(
Θl + δ

∂Θl

∂s
+

δ2

2

∂2Θl

∂s2
+ · · ·

)
−
(
Θl − δ

∂Θl

∂s
+

δ2

2

∂2Θl

∂s2
− · · ·

)]
= tan

[
δ

2

∂Θl

∂s
+O

(
δ3
)]

(4.36)

ここで tanxの Taylor展開

tanx = x+
x3

3
+

5

12
x5 + · · · (4.37)

を用いて，極限 δ → 0をとれば，半離散 potential mKdV方程式

∂Θl

∂s
=

2

ε
tan

Θl+1 −Θl−1

4
(4.38)

が得られる．さらに，

x = εl + s, t = −ε2

6
s (4.39)

とおいた上で，連続極限 ε → 0をとれば，potential mKdV方程式

Θt +
1

2
(Θx)

3 +Θxxx = 0 (4.40)

が得られる．適当なスケール変換によって係数を調整すると，2.3節の (2.97) と一致する．

問 4.1. 半離散 potential mKdV方程式 (4.38)に対して，(4.39)とおいた上で上と同様にして連続
極限 ε → 0をとることで，potential mKdV方程式 (4.38)を導け．
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第5章 可積分系の離散化

5.1 微分方程式の離散化

離散化1の具体例として，Logistic方程式とBurgers方程式の離散化を扱っていく (cf. [3, 12, 13])．

例 5.1 (Logistic方程式). Logistic方程式

ut = au (1− u) (a は定数) (5.1)

を考える．まず，(5.1)の両辺に
1

u2
を掛けて，次のように整理する:

ut
u2

= a

(
1

u
− 1

)
⇔ −

(
1

u

)
t

= −
(
1

u
− 1

)
t

. (5.2)

ここで f =
1

u
− 1

(
⇔ u =

1

1 + f

)
とおけば，

ft = −af (5.3)

なる線形方程式が得られ，解として

f = Ce−at (C は積分定数) (5.4)

が求められる．再度変数変換を施せば，Logistic方程式の解

u =
1

1 + Ce−at
(C は積分定数) (5.5)

が得られる．(5.5)のグラフは図 5.1のようになる．

図 5.1: Logstic方程式の解の挙動

Logistic方程式の離散化として，ここでは次の 3種類を考える．2

(1) 前進差分 (Logistic写像) :
un+1 − un

h
= aun (1− un)

(2) 中心差分 :
un+1 − un−1

2h
= aun (1− un)

1本稿では，「離散化」と「差分化」という２つの表現を用いているが，同じ意味だと思っていただきたい．
2もちろん 他にも考えられる．
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(3) 可積分差分 [19, 25]:
un+1 − un

h
= aun (1− un+1)

それぞれの差分方程式に基づいてグラフをプロットすると、解の挙動が異なることが分かる (図
5.2)．(1), (2) では微分方程式の場合 (図 5.1) とは異なる挙動であるが，(3)は解の構造を保って
おり，よい離散化であるといえる．3

(1) Logistic写像 (2) 中心差分カオス (3) 可積分差分

図 5.2: 種々の離散 Logstic方程式の解の挙動

「可積分差分」(3)は，Logistic方程式 (5.1)が線形化できることから導出される．以下にLogistic

方程式の離散化に関するスキームをまとめておく．

ut = au(1− u)
離散化−−−−→ un+1 − un

h
= aun(1− un+1)

f= 1
u
−1 ⇔ u= 1

1+f

y xfn=
1
un

−1 ⇔ un=
1

1+fn

ft = af : 線形方程式(
f = Ce−at: 一般解

) 離散化−−−−→
fn − fn−1

h
= −afn(

fn = C(1 + ah)−n: 一般解
)

図 5.3: Logistic方程式の離散化

例 5.2 (Burgers方程式). もう 1つの例として，Burgers方程式

ut = uux + νuxx (ν > 0) (5.6)

を扱う．この偏微分方程式も，
u = 2ν (log f)x (5.7)

という変数変換 (Cole-Hopf変換) によって，次の線形方程式 (熱方程式) に帰着される．

ft = νfxx (5.8)

線形偏微分方程式 (5.8)は

f = 1 +

N∑
i=1

exp
(
pix+ νpi

2y
)

(5.9)

という形の解を持つ．この解は Burgers方程式の “衝撃波解” に対応する．
以上の線形化の議論に基づいて，Burgers方程式 (5.6)の離散化を行ってみよう．まず，(5.8)の

離散化として，次のものを考えてみる:

f t+1
n − f t

n

δ
= ν

f t
n+1 − 2f t

n + f t
n−1

ε2

⇔ fn+1
n = α

(
f t
n+1 + f t

n−1

)
+ (1− 2α) f t

n

(
α =

νδ

ε2

)
. (5.10)

3「可積分差分」の方程式は森下の論文 [19]に記載されているので「森下差分」と呼ばれることもある．Skellamの
論文 [25]でも，同じ差分方程式が “discrete logistic growth” という名称で扱われている ([25], 4.3節)．
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この方程式を満たす f t
nに対して，utnを

utn = γ
f t
n+1

f t
n

(γ :定数) (5.11)

として定めると，utnは次の偏差分方程式を満たすことが示される:

un+1
n

un−1t
=

1 + 1−2α
αγ2 utn + 1

γ2u
t
nu

t
n+1

1 + 1−2α
αγ2 utn−1 +

1
γ2utnu

t
n−1

(5.12)

方程式 (5.12)を，離散 Burgers方程式という [20]．

離散 Burgers方程式 (5.12)の導出スキームをまとめておこう．

ut = uux + νuxx, (ν > 0)
離散化−−−−→ ut+1

n

utn−1

=
1 + 1−2α

αγ2 utn + 1
γ2u

t
nu

t
n+1

1 + 1−2α
αγ2 utn−1 +

1
γ2utnu

t
n−1

u=2ν(log f)x

y xut
n=γ

ftn+1

ftn

ft = νfxx
離散化−−−−→ f t+1

n − f t
n

δ
= ν

f t
n+1 − 2f t

n + f t
n−1

ε

図 5.4: Burgers方程式の離散化

問 5.1. 上のスキームの計算をフォローせよ．

5.2 2次元戸田格子方程式の離散化

今度は，2次元戸田格子方程式

∂2rn
∂x∂y

= ern+1 + ern−1 − 2ern (5.13)

の離散化を考えよう [12, 27]．この方程式は (5.7)のような変数変換を行っても線形化はされない
が，“双線形化” を行うことができる．まず，

ern =
τn+1τn−1

τn2
(5.14)

とおけば，

∂2

∂x∂y
(log τn+1 + log τn−1 − 2 log τn) =

τn+2τn
τn+1

2
+

τnτn−2

τn−1
2

− 2
τn+1τn−1

τn2
(5.15)

という方程式が得られる．両辺を比較すると，τn が

∂2

∂x∂y
log τn =

τn+1τn−1

τn2
− 1 (5.16)

を満たせば，(5.15)が成立することが分かる (十分条件)．ただし，(5.16)において，右辺の “−1”

は nによらない任意の項に置き換えてよい．これを書き換えると，

(5.16) ⇔ (τn)xyτn − (τn)x(τn)y = τn+1τn−1 − τn
2

⇔ 1

2
DxDyτn · τn = τn+1τn−1 − τn

2 (5.17)

となる．(5.17)が 2次元戸田格子方程式の双線形形式である
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命題 5.1. 双線形方程式 (5.17)は，次の形の行列式解を持つ:

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f (1)
n f

(1)
n+1 · · · f

(1)
n+N−1

...
...

. . .
...

f (N)
n f

(N)
n+1 · · · f

(N)
n+N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (5.18)

∂xf
(i)
n = f

(i)
n+1, ∂yf

(i)
n = −f

(i)
n−1 (i = 1, . . . , N) (5.19)

証明. (5.18)の行列式を
τn = |0, 1, · · · , N − 2, N − 1| (5.20)

で表す．この記法を用いると，

τn+1 = |1, 2, · · · , N − 1, N | ,
τn−1 = |−1, 0, · · · , N − 2| ,
∂xτn = |0, 1, · · · , N − 2, N | ,

−∂yτn = |−1, 1, · · · , N − 2, N − 1| ,
− (∂x∂y + 1) τn = |−1, 1, · · · ,N − 2, N | ,

(5.21)

等と表される．次に，恒等的に 0である行列式

0 =

∣∣∣∣∣ −1 0 · · · N − 2 ∅ N − 1 N

−1 ∅ 1 · · · N − 2 N − 1 N

∣∣∣∣∣ (5.22)

において，右辺をラプラス展開して，微分公式 (5.21)を用いると，

0 = |−1, 0, · · · , N − 2| × |1, · · · , N − 2, N − 1,n|
+ |0, · · · , N − 2, N − 1| × |−1, 1, · · · , N − 2, N |
− |0, · · · , N − 2, N | × |−1, 1, · · · , N − 2, N − 1|

= τn−1τn+1 + τn (− (∂x∂y + 1) τn)− ∂xτn × (−∂yτn) (5.23)

となる．すなわち，(5.18)の τn(x, y)が (5.17)を満たすことが示された．

行列式解 (5.18)の τn(x, y)において，行列式の成分は線形方程式を満たしている．そこで，行
列式 (5.18) の構造を変えずに，要素の満たす線形関係式 (5.19)を離散化することを考える．

τn(l,m) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f (1)
n (l,m) f

(1)
n+1(l,m) · · · f

(1)
n+N−1(l,m)

...
...

. . .
...

f (N)
n (l,m) f

(N)
n+1(l,m) · · · f

(N)
n+N−1(l,m)

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (5.24)


∆−l f

(i)
n (l,m) =

f
(i)
n (l,m)− f

(i)
n (l − 1,m)

al−1
= f

(i)
n+1(l,m),

∆−m f (i)
n (l,m) =

f
(i)
n (l,m)− f

(i)
n (l,m− 1)

bm−1
= −f

(i)
n−1(l,m).

(5.25)

(5.24)の τn(l,m)を
τn(l,m) = |0, 1, · · · ,N − 2, N − 1| (5.26)

と表すことにして，離散変数 l, mをシフトした際にどのような行列式が現れるかを調べよう．
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補題 5.1 (差分公式). (5.24)の τn(l,m)は次を満たす:

τn(l + 1,m) = |0, 1, · · · ,N − 2, (N − 1)l+1| ,
alτn(l + 1,m) = |0, 1, · · · ,N − 2, (N − 2)l+1| ,
τn(l,m+ 1) = |0m+1, 1, · · · ,N − 2, N − 1| ,

−bmτn(l,m+ 1) = |1m+1, 1, · · · ,N − 2, N − 1| ,
(1 + albm) τn(l + 1,m+ 1) = |0m+1, 1, · · · , N − 2, (N − 1)l+1| .

(5.27)

ただし，j = 1, 2, . . . に対して，

jl+1 =

 f
(1)
n (l + 1,m)

...

f (N)
n (l + 1,m)

 , jm+1 =

 f
(1)
n (l,m+ 1)

...

f (N)
n (l,m+ 1)

 (5.28)

等の記法を用いている．

証明. まず，(5.25)より，

jl+1 = jl + al(j + 1)l+1 (j = 1, 2, . . .) (5.29)

が成り立つことを注意しておく．これを用いると，

τ(l + 1,m) = |0l+1,1l+1, · · · , (N − 1)l+1|
= |0l + al · 1l+1,1l+1, · · · , (N − 1)l+1|
= |0l,1l+1, · · · , (N − 1)l+1|
= · · · · · · · · ·
= |0l, · · · , (N − 2)l, (N − 1)l+1| (5.30)

となり，(5.27)の 1番目の式が証明された．さらに，今得られた式の両辺に alを掛けてから (5.29)

を用いると，

alτ(l + 1,m) = |0l, · · · ,N − 2l, al(N − 1)l+1|
= |0l, · · · ,N − 2l, (N − 2)l+1 − (N − 2)l|
= |0l, · · · ,N − 2l, (N − 2)l+1| (5.31)

となり，(5.27)の 2番目の式が得られる．3番目，4番目の式については，

jm+1 = jm − bm(j − 1)m+1 (j = 1, 2, . . .) (5.32)

を用いて，上と同様の計算を行えばよい．
(5.27)の最後の式を証明するための準備として，(5.25)より得られる

∆−l∆−mf (i)
n (l,m) = −f (i)

n (l,m) (5.33)

を書き換えておこう．

(5.33) ⇔ f
(i)
n (l,m)− f

(i)
n (l,m− 1)− f

(i)
n (l − 1,m) + f

(i)
n (l − 1,m− 1)

al−1bm−1
= −f (i)

n (l,m)

⇔ (1 + albm)f (i)
n (l + 1,m+ 1) = f (i)

n (l + 1,m) + f (i)
n (l,m+ 1)− f (i)

n (l,m)

= f (i)
n (l + 1,m)− bmf

(i)
n−1(l,m+ 1)

⇔ (1 + albm)j l+1
m+1

= jl+1 − bm(j − 1)m+1 (5.34)
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(5.30)の結果においてm → m+ 1として 1 + albmを掛けてから (5.34)を用いると，

(1 + albm)τn(l + 1,m+ 1) = |0m+1, · · · , (N − 2)m+1, (1 + albm)(N − 1) l+1
m+1

|

= |0m+1, · · · , (N − 2)m+1, (N − 1)l+1 − bm(N − 2)m+1|
= |0m+1, · · · , (N − 2)m+1, (N − 1)l+1| (5.35)

と書き換えられる．さらに，(5.32)を用いれば，

(5.35) = |0m+1, · · · , (N − 3)m+1, (N − 2)m+1, (N − 1)l+1|

= |0m+1, · · · , (N − 3)m+1, (N − 2)m − bm(N − 3)m+1, (N − 1)l+1|

= |0m+1, · · · , (N − 3)m+1, (N − 2)m, (N − 1)l+1|

= · · · · · · · · ·
= |0m+1,1, · · · ,N − 2, (N − 1)l+1| (5.36)

となり，(5.27)の最後の式が証明された．

命題 5.2. (5.24)の τn(l,m)は次を満たす:

(1 + albm)τn(l + 1,m+ 1)τn(l,m)− τn(l + 1,m)τn(l,m+ 1)

= albmτn+1τn+1(l + 1,m)τn−1(l,m− 1).
(5.37)

証明. 次の，恒等的に 0である行列式を考える．

0 =

∣∣∣∣∣ 0m+1 0, · · · ,N − 2 ∅ N − 1,N − 1l+1

0m+1 ∅ 1, · · · ,N − 2 N − 1,N − 1l+1

∣∣∣∣∣ (5.38)

右辺を Laplace展開して，差分公式 (5.27)を用いると，

0 = |0m+1,0, · · · ,N − 2| × |1, · · · ,N − 2,N − 1,N − 1l+1| (5.39)

+ |0, · · · ,N − 2,N − 1| × |0m+1,1, · · · ,N − 2,N − 1l+1|
− |0, · · · ,N − 2,N − 1l+1| × |0m+1,1, · · · ,N − 2,N − 1|

= −bmτn−1(l,m+ 1)× alτn+1(l + 1,m)

+ τn(l,m)× (1 + albm)τn(l + 1,m+ 1)− τn(l + 1,m)× τn(l,m+ 1) (5.40)

となるので，(5.37)が示された．

命題 5.2の方程式が，双線形形式での離散 2次元戸田方程式である．ここからどのようにして
(5.13)に対応するような非線形方程式を導くかが問題である．今の場合は，

Wn(l,m) =
τn+1(l + 1,m)τn−1(l,m+ 1)

τn(l + 1,m)τn(l,m+ 1)
(5.41)

と定めた上で，(5.37)の両辺を τn(l + 1,m)τn(l,m+ 1) で割ると，

(1 + albm)
τn(l + 1,m+ 1)τn(l,m)

τn(l + 1,m)τn(l,m+ 1)
= 1 + albmWn(l,m) (5.42)
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となる．(5.41)の左辺の添字のずれ方に注目して，
(5.42)n+1

l+1
(5.42)n−1

m+1

(5.42)l+1(5.42)m+1

という比をとると，次の

方程式が得られる:

Wn(l + 1,m+ 1)Wn(l,m)

Wn(l + 1,m)Wn(l,m+ 1)
=

[1 + al+1bmWn+1(l + 1,m)][1 + albm+1Wn−1(l,m+ 1)

[1 + al+1bmWn(l + 1,m)][1 + albm+1Wn(l,m+ 1)]
. (5.43)

さらに，
Wn(l,m) = eRn(l,m), 1 + albmWn(l,m) = eFn(l,m) (5.44)

とおけば，次の形に書き換えられる:

∆+l∆+mRn(l,m) =
1

albm
[Fn+1(l + 1,m) + Fn−1(l,m+ 1)− Fn(l + 1,m)− Fn(l,m+ 1)] ,

Fn(l,m) = log
[
1 + albmeRn(l,m)

]
.

(5.45)

この方程式が離散 2次元戸田格子方程式 (の 1つの形)であり，連続極限 al, bm → 0の下で，元の
2次元戸田格子方程式 (5.13)と対応する．
本節の最後に，離散 2次元戸田格子方程式 (5.45)を導いた議論を模式的にまとめておこう．

∂2rn
∂x∂y

= ern+1 + ern−1 − 2ern −−−−→
∆l∆mRn(l,m) =

1

albm

[
Fn+1(l + 1,m) + Fn−1(l,m− 1)

−Fnl + 1,m− Fn(l,m+ 1)
]

ern=
τn+1τn−1

τ2
n

y xeRn(l,m)=
τn+1(l+1,m)τn−1(l,m+1)

τn(l+1,m)τn(l,m+1)

(τn)xyτn − (τn)x(τn)y
= τn+1τn−1 − τ2n

τn(l + 1,m+ 1)τn(l,m)− τn(l + 1,m)τn(l,m+ 1)
= albmτn+1(l + 1,m)τn−1(l,m+ 1)
−a0bmτn(l + 1,m+ 1)τn(l,m)y x

τn = det
(
f
(i)
n+j−1

){
∂xf

(i)
n = f

(i)
n+1

∂yf
(i)
n = −f

(i)
n−1

−−−−→
τn = det

(
f
(i)
n+j−1(l,m)

){
∆−lf

(i)
n = f

(i)
n+1

∆−mf (i)
n = −f

(i)
n−1

図 5.5: 2次元戸田格子方程式の離散化
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第6章 離散曲線の等周変形の明示公式

本章では，「離散曲線の明示公式」を紹介する [8]．まずは，第 4章で用いた離散曲線に対する関
係式の復習をしておく．

γmn =

[
Xm

n

Y m
n

]
∈ R2 (≃ C ), (6.1)

γmn+1 − γmn
an

=

[
cosΨm

n

sinΨm
n

]
, Ψm

n =
Θm

n+1 −Θm
n

2
, (6.2)

γmn+1 − γmn
an

= R(Km
n )

γmn − γmn−1

an−1
, Km

n =
Θm

n+1 −Θm
n−1

2
, (6.3)

γm+1
n − γmn

bm
= R(Wm

n )
γmn+1 − γmn

an
, Wm

n =
Θm+1

n −Θm
n+1

2
, (6.4)

tan
Θm+1

n+1 −Θm
n

4
=

bm + an
bm − an

tan
Θm+1

n −Θm
n+1

4
. (6.5)

定理 6.1. 関数 τmn は次の双線形方程式を満たすものする．

Dyτ
m
n+1 · τmn = −an(τ

m
n+1)

∗(τmn )∗, (6.6)

Dyτ
m+1
n · τmn = −bm(τm+1

n )∗(τmn )∗ (6.7)

bm(τm+1
n )∗τmn+1 − an(τ

m
n+1)

∗τm+1
n + (an − bm)(τm+1

n+1 )∗τmn = 0. (6.8)

ただし，“∗” は複素共役を表す．このとき，関数Θm
n と γmn を

Θm
n =

1√
−1

log
τmn

(τmn )∗
, γmn =

[
Xm

n

Y m
n

]
=

 −1

2
(log τmn (τmn )∗)y

1

2
√
−1

(
log

τmn
(τmn )∗

)
y

 (6.9)

によって定めると，(6.2), (6.3), (6.4), (6.5) がすべて満たされる．

定理 6.2. τmn を

τmn = exp

[
−

(
n−1∑
ν

aν +
m−1∑
µ

bµ

)
y

]
det
[
f
(i)
j−1(n,m)

]
1≤i, j≤N

, (6.10)



f
(i)
k (n,m) = αipi

keηi + βi(−pi)
keξi ,

eηi =
n−1∏
ν1

(1− aν1pi)
−1

m−1∏
µ1

(1− bµ1pi)
−1 exp

(
1

pi
y

)
,

eξi =

n−1∏
ν2

(1− aν2(−pi))
−1

m−1∏
µ2

(1− bµ2(−pi))
−1 exp

(
− 1

pi
y

)
,

(6.11)

によって定めると，(6.6), (6.7), (6.8) を満たす．ただし，パラメータ αi, βi, pi (i = 1, 2, . . . , N)

は以下のどちらかの条件を満たすものとする:
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• N -ソリトン解 : αi, pi ∈ R, βi ∈
√
−1R (i = 1, 2, . . . , N)

• M -ブリーザー解 (N = 2M) : αi, β, pi ∈ C (i = 1, 2, . . . , N), α2k = α∗
2k−1, β2k = −β∗

2k−1,

p2k = p∗2k−1 (k = 1, . . . ,M).

注 6.1. Fnを

Fn =

n−1∏
ν1

(1− aν1pi) = (1− an−1pi)
−1(1− an−2pi)

−1 · · · (6.12)

によって定めると，

Fn − Fn−1 = {(1− an−1pi)
−1(1− an−2pi)

−1 · · · } − {(1− an−2pi)
−1(1− an−3pi)

−1 · · · }
=
{
(1− an−1pi)

−1(1− an−2pi)
−1 · · ·

}
{1− (1− an−1pi)}

= Fn × an−1pi (6.13)

となるので，Fnが
Fn − Fn−1

an−1
= piFn (6.14)

を満たしていることが分かる．よって，(6.11)の f
(i)
k (n,m)は，線形差分方程式

f
(i)
k (n,m)− f

(i)
k (n− 1,m)

an−1
= f

(i)
k+1(n,m),

f
(i)
k (n,m)− f

(i)
k (n,m− 1)

bm−1
= f

(i)
k+1(n,m) (6.15)

を満たす．

注 6.2. パラメータ {an} が n によらず一定であり an = a である場合には，(6.14) の Fn =

(1− api)
−n としてよい．

定理 6.2の証明の準備として，(6.11)の f
(i)
k (n,m)を用いて，σm

n (k) を

σm
n (k) = det

[
f
(i)
k+j−1(n,m)

]
. (6.16)

として定める．(6.10)の τmn (k)とは

σm
n (k) = exp

[(
n−1∑
ν

aν +
m−1∑
µ

bµ

)
y

]
τmn (k) (6.17)

という関係がある．

補題 6.1 (差分公式). σm
n (k) を

σm
n (k) = |0, 1, · · · , N − 2, N − 1| (6.18)

として表すと，添字をずらしたものは以下のように表される:

σm
n+1(k) = |0, 1, · · · , N − 2, (N − 1)n+1| ,

anσ
m
n+1(k) = |0, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1| ,

σm+1
n (k) = |0, 1, · · · , N − 2, (N − 1)m+1| ,

bmσm+1
n (k) = |0, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1| ,

(an − bm)σm+1
n+1 (k) = |0, · · · , N − 3, (N − 2)m+1, (N − 2)n+1| .

(6.19)
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証明. (6.15)より得られる

kn+1 = k + an(k+ 1)n+1, km+1 = k + bm(k+ 1)m+1 (6.20)

を用いれば，第 1式～第 4式は第 5章と同様の議論により示される．最後の式を示すための準備
として，(6.15)より，

f
(i)
k (n+ 1,m+ 1)− f

(i)
k (n,m+ 1)

an
=

f
(i)
k (n+ 1,m+ 1)− f

(i)
k (n+ 1,m)

bm

⇔ (an − bm)f
(i)
k (n+ 1,m+ 1) = anf

(i)
k (n+ 1,m)− bmf

(i)
k (n,m+ 1)

⇔ (an − bm)kn+1
m+1

= ankn+1 − bmkm+1 (6.21)

が得られる．(6.19)の第 2式でm → m+ 1としたものに (an − bm) をかけると，

an(an − bm)σm+1
n+1 =

∣∣∣∣0m+1, · · · , (N − 2)m+1, (an − bm)(N − 2)n+1
m+1

∣∣∣∣
(6.21)
= |0m+1, · · · , (N − 2)m+1, an(N − 2)n+1 − bm(N − 2)m+1|

= an |0m+1, · · · , (N − 2)m+1, (N − 2)n+1| (6.22)

となる．両辺を anで割ってさらに変形すると，

(an − bm)σm+1
n+1 =

∣∣∣0m+1, 1m+1, . . . , (N − 2)m+1, (N − 2)n+1

∣∣∣
(6.20)
=

∣∣∣0+ bm1m+1, 1m+1, . . . , (N − 2)m+1, (N − 2)n+1

∣∣∣
= |0, 1m+1, . . . , (N − 2)m+1, (N − 2)n+1|
= · · · · · · · · ·
= |0, 1, . . . , N − 3, (N − 2)m+1, (N − 2)n+1| (6.23)

となり，(6.19)の最後の式が示された．

補題 6.2 (微分・差分公式). (6.16)の σm
n (k)は以下を満たす:{

∂yσ
m
n = |−1, 1, · · · , N − 2,N − 1| ,

an (∂y − an)σ
m
n+1 = |−1, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1| .

(6.24)

証明. (6.11)の f
(i)
k (n,m)は ∂yf

(i)
k = f

(i)
k−1 を満たし，

∂yk = k− 1 (6.25)

となるので，(6.24)の第 1式が得られる．次に，(6.19)の第 2式を yで微分して (6.20)を用いると，

an∂yσ
m
n+1 = |−1, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1|+ |0, 1, · · · , N − 2, (N − 3)n+1|

(6.20)
= |−1, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1|

+ |0, 1, · · · , N − 2, (N − 3) + an(N − 2)n+1|
= |−1, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1|+ an |0, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1|
= |−1, 1, · · · , N − 2, (N − 2)n+1|+ a2nσ

m
n+1 (6.26)

が得られる．右辺第 2項を移項すれば，(6.24)の第 2式が得られる．
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補題 6.3 (簡約条件と実数条件). (6.16)の σm
n (k)は次を満たす:

σm
n (k + 2) ≎ σm

n (k), σm
n (k + 1) ≎ (σm

n (k))∗. (6.27)

証明は，第 2章の命題 2.9, 命題 2.8 と同様にすればよい．

問 6.1. 補題 6.3を証明せよ．

定理 6.2の証明. 次の恒等的に 0である行列式から出発する:

0 =

∣∣∣∣∣ −1 0, 1, · · · , N − 2 ∅ (N − 2)n+1, N − 1

−1 ∅ 1, · · · , (N − 2) (N − 2)n+1, N − 1

∣∣∣∣∣ . (6.28)

右辺を Laplace展開してから (6.19), (6.24) を用いると，

0 = |−1, 0, · · · , N − 2| × |1, · · · , N − 2, N − 2n+1, N − 1|
+ |0, · · · , N − 2,N − 2n+1| × |−1, 1, · · · , N − 2,N − 1|
− |0, · · · , N − 2,N − 1| × − |−1, 1, · · · , N − 2,N − 2n+1|

= σm
n (k − 1) ·

(
−an

2σm
n+1(k + 1)

)
+ anσ

m
n+1(k) · ∂yσm

n (k)− σ(k) · an(∂y − an)σ
m
n+1(k) (6.29)

これを整理すれば (6.6)が得られる．(6.7)については，n ↔ m, an ↔ bm と入れ替えるだけで
よい．
次に，

0 =

∣∣∣∣∣ 0 1, · · · , N − 2, N − 1 ∅ (N − 1)m+1, (N − 1)n+1

0 ∅ 1, · · · , N − 2 (N − 1)m+1, (N − 1)n+1

∣∣∣∣∣ (6.30)

の右辺を Laplace展開すると，

0 = |0, 1, · · · , N − 2,N − 1| × |1, · · · , N − 2,N − 1m+1, N − 1n+1|
+ |1, · · · , N − 2,N − 1, N − 1m+1| × |0, 1, · · · , N − 2,N − 1n+1|
− |1, · · · , N − 2, N − 1, N − 1n+1| × |0, 1, · · · , N − 2,N − 1m+1| (6.31)

となる．ここに差分公式 (6.19)を用いると，次の双線形差分方程式が得られる:

bmσm+1
n (k + 1)σm

n+1(k)− anσ
m
n+1(k + 1)σm+1

n (k) + (an − bm)σm+1
n+1 (k + 1)σm

n (k) = 0. (6.32)

さらに，(6.17)および実数条件 (6.27)により (6.8)が得られる．

定理 6.1の証明. (6.8)を (τm+1
n )∗(τmn+1)

∗ で割ると，

bm
τmn+1

(τmn+1)
∗ − an

τm+1
n

(τm+1
n )∗

= − (an − bm)
(τm+1

n+1 )∗τmn

(τm+1
n )∗(τmn+1)

∗ (6.33)

が得られる．ここで (6.9)の第 1式より
τmn

(τmn )∗
= exp

(√
−1

2
Θm

n

)
であるので，

bm exp

(√
−1

2
Θm

n+1

)
− an exp

(√
−1

2
Θm+1

n

)
= − (an − bm)

(τm+1
n+1 )∗τmn

(τm+1
n )∗(τmn+1)

∗ (6.34)

が得られる．次に，(6.8)の複素共役をとってから (τm+1
n )∗(τmn+1)

∗ で割ると，次が得られる:

bm exp

(√
−1

2
Θm+1

n

)
− an exp

(√
−1

2
Θm

n+1

)
= (an − bm)

τm+1
n+1 (τ∗mn )∗

(τm+1
n )∗(τmn+1)

∗ . (6.35)
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(6.34), (6.35)を辺々割ると，

bm exp
(√

−1
2 Θm+1

n

)
− anexp

(√
−1
2 Θm

n+1

)
bm exp

(√
−1
2 Θm

n+1

)
− an exp

(√
−1
2 Θm

n+1

) = exp

[√
−1

2

(
Θm+1

n+1 −Θm
n

)]
(6.36)

となるが，これは離散mKdV方程式 (6.5)と等価である (問 6.2)．
次に，(6.6)の両辺を τmn+1τ

m
n で割ると，(

log
τmn+1

τmn

)
y

= −an
(τmn+1)

∗(τmn )∗

τmn+1τ
m
n

= exp

[√
−1

2

(
Θm

n+1 +Θm
n

)]
(6.37)

が得られる．この式の複素共役をとると(
log

(τmn+1)
∗

(τmn )∗

)
y

= −an
τmn+1τ

m
n

(τmn+1)
∗(τmn )∗

= exp

[
−
√
−1

2

(
Θm

n+1 +Θm
n

)]
(6.38)

となる．(6.37), (6.38)を辺々加えることで，[
log

τmn+1(τ
m
n+1)

∗

τmn (τmn )∗

]
y

= −an

(
exp

[√
−1

2

(
Θm

n+1 +Θm
n

)]
+ exp

[
−
√
−1

2

(
Θm

n+1 +Θm
n

)])
(6.39)

となるが，ここに (6.9)の第 2式を用いれば，

Xm
n+1 −Xm

n

an
= cos

Θm
n+1 +Θm

n

2
= cosΨm

n (6.40)

が得られる．また，辺々を引くことで，
Y m
n+1 − Y m

n

an
= sin

Θm
n+1 −Θm

n

2
= sinΨm

n (6.41)

となる．以上で，(6.2)が示された．
また，(6.2)により，

γmn+1 − γmn
an

=

cos Θ
m
n+1 +Θm

n

2

sin
Θm

n+1 +Θm
n

2

 = R

(
Θm

n+1 −Θm
n−1

2

)cos Θ
m
n +Θm

n−1

2

sin
Θm

n +Θm
n−1

2


= R (Km

n )
γmn − γmn−1

an−1
(6.42)

として (6.3)が導かれる．
同様にして，(6.7)の両辺を τm+1

n τmn で割ることで(
log

τm+1
n

τmn

)
y

= −bm exp

[√
−1

2

(
−Θm+1

n −Θm
n

)]
, (6.43)(

log
(τm+1

n )∗

(τmn )∗

)
y

= −bm exp

[√
−1

2

(
Θm+1

n +Θm
n

)]
(6.44)

が得られ，
Xm+1

n −Xm
n

bm
= cos

Θm+1
n +Θm

n

2
,

Y m+1
n − Y m

n

bm
= sin

Θm+1
n +Θm

n

2
(6.45)

が導かれる．ゆえに，

γm+1
n − γmn

bm
=

cos Θ
m+1
n +Θm

n

2

sin
Θm+1

n +Θm
n

2

 = R

(
Θm+1

n −Θm
n+1

2

)cos Θ
m
n +Θm

n−1

2

sin
Θm

n +Θm
n−1

2


= R (Mm

n )
γmn+1 − γmn

an
(6.46)

となり，(6.4)が示された．
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問 6.2. (6.36)が離散mKdV方程式 (6.5)と等価であることを示せ．

問 6.3. 計算機 (Mathematica, Maple, Maxima 等) を用いて，2-ソリトン解と 1-ブリーザー解に
対応する離散曲線のグラフを描け．
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